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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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1га ИисЕРАторскАго С.-Петерб;ргсквго 
1зрЬшается. 

Деканъ В. Шевяковъ. 



Эйлеру мы первому обязаны приагЁрани прнлошенЫ анал 
шенш вопросовъ теор1и чисел*. Изъ безконечвыхъ произведен: 
щнхся въ его зианенитоиъ Введен1В въ Анадизъ, раз10жев1ен 
которыхъ онъ пользуется для доказательства разлячныхъ предл) 
теор1и чиселъ, особенно важную роль сыграли безконечныя пр! 
за8исящ1я всключнтельво отъ простыхъ чиселъ. Изучеше свойств 
опред'Ьляеыыхъ такиив 1]роязведен1янв, привело къ в'Ёкоторы 
ственньшъ результатаиъ отвосительно очень трудныхъ вопрос* 
дящихся въ связи съ распред'1лен1еиъ простыхъ чиселъ, каю 
всЁхъ цйлыхъ чиселъ 1, 2, 3, 4, .... , такъ и въ ряд'Ь чиселъ, ( 
щихъ накую либо ариеиетическз^ прогресс1ю, въ которой первы 
разность ц11ыя взавиво простыв числа. Къ числу такихъ восро! 
сятся, между прочимъ, сл*дующ1е: 1) опред4лете числа вс*хъ 
чиселъ, не превосходящихъ даннаго предала; 2) орибдиженныя I 
н%которыхъ суимъ, составлепныхъизъчленовъ, зависящихъ искл 
отъ простыхъ чвселъ; 3) вопросы о сходимости рядовъ, члевы 
зависятъ исключительно отъ простыхъ чиселъ. Очень важные, 
казавные результаты по отношен1ю къ этяыъ посл^днвмъ воп1 
находииъ ближайшииъ образонъ въ взсл'(довав1яхъ двухъ зва 
иатематиковъ: вашего — П. Л. Чебышева и германскаго — Ь. I 
въ трудахъ которыхъ, посвлщевныхъ простыиъ числамъ, Эйлеро: 
получили дальнейшее разввт1е. Вотъ результаты, полученные ' 
вынъ: 1) доказательства н^которыхъ свойствъ 'фувкц1В, вы| 
число простыхъ чис«лъ, иевьшихъ заданнаго числа; 2) выводъ ве; 
для суимъ логариеновъ вс^хъ простыхъ чиселъ, не превосход! 
даннаго предала и 3) установлев1е критер1умовъ сходимости и рас 
рядовъ 

^■(2) н- ^'(3) -ь ^'(б) н- ^'(7) -*- ^'{1 1) -I- , 

члены которыхъ, начиная съ н^котораго, числа положительныя 



. ОшсЫе!:, то еиу мы обязаны класснческивгь доказатедьствомь 
ГЕ ряда 



2}. 



ъ суиыировчвш распростравеыо исключите^ьно на простыя числа 



юсл'Ьдующихъ работъ, находящихся въ гЬсной связи съ изсхЬ- 
1ебышева в В1г1сЫе(, особевво выд'1ляются изыскан1я Мер- 
' удалось, на основанш реэультатовъ, получеявыхъ Чебыше- 
олвить результаты В1г!сЫе1 приближенными вычислен!ями 



■V-!. в -^"м, 



овав1я распространены на вс^Б простыя числа, не аревышаюпця 
гд'бла и заключаюацяся въ линейной Форм-Ь 



сл^^дств^е, Мертенсъ получилъ следующее предложен1е: если 
шачаютъ ц^лыя взаимно простыя числа, то существуетъ такое 
ясло В, вполн'Ё опредйЕяюгаееся задаыныиъ числонъ а, тго, 
ни было ц'1лое число ^> 2, въ ряд-Ё чнселъ 

Л"-*-1, ^"-+-2, ...2^-1-В2^ 

■ъ по крайней и'Ёр^ одво простое число Фориы ах -ь- &. Заы-Ь- 
водобное же прсдложеше бьио получено еще Кронскероиъ. 
ство посл^дняго не проще доказательства, даннаго Мертен- 
1И'1 того въ изсл^довавш Кронекера иы не ваходинъ устано- 
ви между изыскан1яии Б1г1сЫе( в Чебышева, что ни^тся у 
я что по нашему мв'Ьа!» д'Ьлаетъ изыскания посл^дняго осо- 
ыми. 

юдвсь желав1еиъ дать изложеше только вполне строго устано- 
)езультатовъ относвтельно т1хъ вопросовъ о простыхъ числахъ, 
ь было сказано выше, иы въ предлагаеноиъ разсуащенп! оста- 
скдючительно на изложен!и (съ некоторыми изменен1яии и до- 
) изсхЁдован1й Чебышева, Б1г1сЫе( и Ыертенса. Попугао 
и некоторые результаты, полученные въ различное время нами, 
севчасъ скаэаннаго сл^дуеть, что въ нашемъ разсужден1и со- 
не затрогиваЕотся т^ изсл^дован^я, основан1еиъ которыхъ слу- 
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жить изв^^стный мемуаръ Римана «ОбЪег й1е АпгаЫ дег РпшгаЫеп ип1;ег 
е1пег ^е^еЬепеп Оговвев. Д'бю въ томъ, что въ настоящее время еще трудно 
сказать, каше результаты авторами посл']^дцнхъ изсл^дован1й получены и 
строго доказаны. Дадимъ теперь краткое изложеше содержанхя тёхъ трехъ 
главЪу изъ которыхъ состоитъ наше разсужденхе. Содержанхе I главы: 
а) доказательство одной Формулы Чебышева, бывшей по словамъ покой- 
наго математика/ исходной въ его изыскашяхъ о простыхъ числахъ; 
Ъ) Формулы Эйлера; с) рядъ предложешй Чебышева о простыхъ числахъ; 
изъ этихъ предложен1Й особенно важно третье, въ которомъ устанавли- 
вается связь между числомъ простыхъ чиселъ, меньшихъ заданнаго пре- 
дала, и интегральнымъ логариемомъ; Л) доказательства теоремы Дирихле 
объ ариеметической прогресс1и для Е]^которыхъ частныхъ случаевъ. 

При наведешв библюграФическихъ справокъ оказалось, что случаи 
8т ± 1, 8т ± 3, 12т ± 1, 12т ± 5 разсмотр-Ьны были уже 8егге1 въ 
журнале Лувилля, т. XVII, 1-ясер1я. Имъ же былъ разсмотр']^нъ и случай: 
2рх-\-1^ гд-Ь р простое число. Бол*е общ1Й случай — аж-+- 1, разсматри- 
ваемый нами, также былъ предметомъ изсл^дован1я н'1которыхъ математи- 
ковъ, напр. Кронекера (УоНезип^еп йЪег Ма(;Ьеша11к уоп Ьеор. Его- 
пескег), но доказательство, предлагаемое нами, какъ намъ кажется, наи- 
более простое. 

Содержан1е 1Ьй главы: а) выводъ неравенствъ Чебышева для суммъ 
логариемовъ простыхъ чиселъ^ не превосходящихъ заданнаго пред1&ла; 
Ь) критер1умы для сходимости и расходимости рядовъ 



-Р(2) -+- ^'(З) -«. Р{Ъ) -+- Р{1) -ь 2^(1 1) 



• . 



• » 



члены которыхъ, начиная съ н^котораго, числа положительный; с) выводъ 
неравенствъ для суммъ логариемовъ простыхъ чиселъ заключающихся въ 
одной изъ сл^^дующихъ Формъ 

4т ±1, 6т ±1 

и не превосходящихъ заданнаго пред']^а. Для простыхъ чиселъ Формъ 
4т ± 1 этотъ вопросъ, на сколько намъ изв'1стно, впервые р'1шенъ 
В. И. Станевичемъ. й) Приближенный значешя выраженШ 



о а 

2? - П 



а 2 1-^ 



гд'Ё суииировате н произведете распространены нсшючитедьво на простыл 
числа, не превосходянця а. Большая часть Ш-й главы посвящена изсл^-. 
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иахъ, закдючающяхся въ линейной 
третью главу доказательствомъ обоб- 
шева о оростыхъ дйптеляхъ чвселъ 



ь долгонъ выразить глубокую благо- 
у, сообщавшему ванъ дв^ теоремы 
въ печати опк появляются впервые) и 
1ръ Мертенса, котороиу аосвящена 
[18Г0 разсуждев1я. 



ГЛАВА I. 

Формула Чебышева. Формулы Эйлера. Теоремы Чебышева. Доказательство теоремы 
Дирихле объ ариеметической прегреши для н^которыхъ частныхъ случаевъ. 



§ 1. Пусть ({х) обозначаетъ такую Функщю отъ а?, для которой рядъ 



1в = 00 



2 т 1оеп = Г (2) 10? 2 -+- /• (3) 108 3 -ь/" (4) Щ 4 



я=8 



былъ бы абсолютно сходящшся. 

Дал'1е пусть р обозначаетъ любое простое число, не превосходящее 
заданнаго ц^лаго положительнаго числа ^ и X — ц1^лое число, удовлетво- 
ряющее уСЛ0В1ЯМЪ 

Легко найдемъ, что 



й=г:к 



(а) 2 Я^) 1о§ ^ = 2 ^Р ^^2 Р^ 



п=2 



гд-Ё суммирован1е въ правой части равенства распространено на всё просты я 
числа Ру не превосходящ1я к и 

^р = 2 ^м -^2 ^('*^') -ь . . . -*-2 ^ (»»-р'^' 



I Я = 1 11 = 1 П=:1 

■ 

I при чемъ Ее^ какъ принято, обозначаетъ ц'Ёлую часть числа л. Обозна- 

■ 

чимъ черезъ ^^ произвольное ц'Ьлое число, большее наибольшаго изъ чи- 



е число I достаточно большииъ, иы ножеиъ утверждать, 
имы 

по р расоростравенс ва В(ГЁ простыл числа, ве превосхо- 






Моа Н^^Р)-^-'^ Мо(1 Дп^О-ь- • •-»-2 •*»* /'<"Л 

расаространено на в(гЁ простыя числа, не превосходядця 

1 ГШ -ь2 МоЛ /•(«?*) -н . . . н-2 Мой г{«л . 

гь суииы 

">] Мой /"(п) 1о8 Пу 
ютаой сходиыости ряда 

2 /■(») Ье п, 



_ 3 — 
прн ве^хъ достаточно большвхъ заачен1яхъ к, буденъ И1|1^ть: 

Мой 2 Вр]оёР<« 
какъ бы ни было маю число а большее 0. А аотоиу 

гд'! суи11ирован1е въ правой части расиространево на вс-к аростыя ■ 
не превосходяиця к в 

5/=2 /■("^')-*-2 /"(«л-ь. . .н-2 /•{«/). 

а следовательно, 

МоЛ р < а. 

Предаолагая к л ^1 задавными числами, I — числомъ безпр! 
воэрастающвиъ и ариввмая во внимание полученный реэультатъ, к 
ходинъ къ следующему заключен1ю: пря всЁхъ достаточно болыаи: 
чен1яхъ к и всякомъ ц^лонъ положительнонъ значев1и («, больше! 
большаго изъ чвселъ X вмеемъ: 

(1) . 2Л«)108«=2Л'"»в^-ь?'. 

где суммйрован1е въ правой части распространено на все простые 
не превосходя[Ц1я к, 

л'=2 /'м-^2 '■("Л -^ +2 ^("^^) 

и 

Мой р' < а, 

какъ бы ни было мало число к большее 0. Такъ какъ при безпреде 
возрастааая к наибольшее изъ чяселъ X, а следовательно и число (л, < 
дехьыо возрастаютъ, то на основан1И равенства (1) мы приходииъ 1 
дующей Формуле 
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а 

3 въ указанныхъ пред^лахт. распростра- 
|/(„р«)н_2Лп/)-»- 



ыуда оривадлежитъ П. Л. Чебышеву. 
окойный знаменитый иатеиатикъ, ногутъ 
рыя являются исходными въ его изыска- 
блнжайшинъ образоиъ, пользуясь ею, 
изъ которыхъ первая является исходной 
оиъ Чебышевыиъ простынъ чвсланъ. 
:ъ чиселъ, не превосходяшнхъ данной ве* 
аева, т. I). Пусть 



»щ1й видъ: 

^ 1 \ (У '08Р 

равенства на сумиу 

1=1 

отъ н'Ёкотораго заданнаго значев!я р > О 
иу равенству 

г 
къ числамъ, приходимъ къ следующей 



I 



о — 



§ 3. Полагая для вс^хъ ц'1лыхъ значен1й ^ > 1 , 

т = ^^^. 

гд* р > о и Лд. равно О, если х число четное, и а^. равно \^\ (символъ 
Лежандра-Якоби), если х нечетное, им^емъ: 

и при р^ 



1-11 1 " (х) 

1 

гд^& сум11ирован1е по п въ указанныхъ пред^лахъ распространено на ъс^ 
нечетныя числа. Сл'1довательно, 



^-'-{т) 



и Формула (2) принимаетъ сл'ЬдующШ видъ: 






8 \ 1 / \ 8 



Д'1ля об^ части этого равенства на сумму 



2 ^""'^ 



00 

п1-*-Р 



И интегрируя по 9 въ пред^лахъ отъ н^котораго значен1я р > О до оо, 
придемъ къ следующему равенству: 

(4) 108 2 Ы- = -2 ^«8 (1 -Щ ' 

Переходя же отъ логариемовъ къ числамъ, получимъ вторую Формулу 
Эйлера: 

= 1- 



\^1 ■"*'31-*-ру\^1 б1-^Р/( "*"71-^Р/**'* 



81-* Р ^^ 51-*-Р Т^'^Р Э^-^-Р • • • • 



• I ' 
I 



6 — 

ъ значей1Й а;> 1 



ло X д'Ёлится на 2 иди на 3 и ^^ равно 
;уждая совершевно также, какъ и при 
дъ, иы нрвдеыъ къ следующему ра- 



2Ьв 1 



ыхъ пред']&лахъ распространено на всЬ 
2, ни на 3, а по ^? — на всё простыя 
6дств1е, получимъ третью Формулу Эй- 



= 1-51^,- 



"71-^Р ЦЧ-Р"*" 13'-^Р"" 



иная нами въ § 2, является какъ выше 
ъ первыхъ изсхЁдован1яхъ Чебышева 
. которыиъ ИЫ теперь и перейдемъ. 



нъ этой суммы но известной Формуле 



ован1я равенства 



-/;(?), 



I 

Зам'бняя въ правой части равенства (3) § 2 каждый изъ логариемовъ 
его разложешемъ въ рядъ и полагая 

00 00 I 00 

/вСР) = "2"^ р2 (1-1-р) "*" у^ |)8 (1Н-Р) "•" Т^ ^4ТГ+?5 "*" > 

2 2 2 

МЫ можемъ, на основан1и равенства (6) настоящаго §, Формулу (3) § 2 
представить въ сл'Ёдующемъ вид^Ь: 



00 



(7) 108 (I -ь Г, (Р)) =2 ^Р -^ и (?). 

2 

Для дальн'Ёйшаго весьма важно зам1^тить, что какъ сами Функцш 
/а (р) ^ ^3 (р)? ^^^'ь ^ ^^"ь производный до какого угодно порядка т включи- 
тельно остаются числами конечными при всЬхъ значешяхъ 9^0- 

§ 6. Ближайшимъ сл^^дствхемъ Формулы (7) является предложен1е, 
доказанное впервые Эйлеромъ: рядъ 

^- 2. 2. Л ^^ ^^ 

2~^3"*"б'*"7"*' 11 ■*" 13 "*"•'• 



расходящ1ися« 

Сл'Ёдующ1я предложев1я принадлежатъ Чебышеву. Въ видахъ 
удобства Формулировки первыхъ двухъ его предложенш введемъ н']^ко- 
торыя обозначетя. Пусть 2, 3, 5, ... . будутъ всЬ простыв числа, распо- 
ложенный въ возрастающемъ порядк'6. Условимся эти числа обозначать 
буквою 'р со значкомъ внизу, указывающимъ м'Ёсто, занимаемое простымъ 
числомъ въ ряд']^ 2, 3, 5, 7, Такимъ образомъ 

^^1 = 2, 19^ = Ъ, :Р8 = ^ 1^4 = 7, 



/ Те(урема. Какъ бы мало ни было число а>0, суп;ествуетъ въ ряд* 

'Р^ 'Р^ 'Р^ безчисленное множество паръ такихъ посл'1довательныхъ 

чиселъ^р^и^^^^^^^что 






<а. 



Д']^йствительно, если допустимъ противное, то начиная съ н'1котораго 
значка т, мы будемъ им'ёть: 



р-.-^|- 


-Рт^^ 


Рт*г- 




Гт 


-*-| = 







во чЕсло п. Отсюда находпъ: 

1 1 ^ а 

'т Рт-*-1 =Уш-»-1 

-1 !_>^_ 

'в1-*-п— 1 Рт-*-п^Рт-»-н 



1ьио п, что находггся въ оропвор^чи съ расходв- 



1 . » . I 



П) бы нв бьмо ведако напередъ заданное подожн- 
ествуетъ въ ряд* ^^^ л . . . безчжсленное множество 
ательныхъ чнсехь р^ и ^>4^., что 

Рк^1 —Рк > ^■ 

!8ное. Въ таконъ сдуча*, взявъ подолите1ьаое чвсю 
йъ, иы буденъ вм'Ёть, что 

р,—р, < М 

Рп ^'п— 1^^1 

пко число п. Изъ этихъ неравенстБЪ находииъ, что 
р^<кМ 



и, и%довате1Ьво, 



гд-б р> 0. Но на освоваЕ11и Формулы (7) предыдущаго 



1<'К(7-Ь^.(|'))-^.(Р) 



и, с^^дова'ге^ьно, какъ бы иал> нн было чисдо а>0 иы ори дост! 
наюмъ аодожительноыъ заачен1|1 р, буденъ ||м^ть 






между 'Ниъ какъ число 

при всЬхъ значев1яхъ р > О но < 1 остается больше 

1 

Следовательно, наше допущение ошибочно и предложев1е т 
образомъ можетъ считаться доказааиымъ. Это предложенье можеть 
доказано еще и иначе. Пусть М обозначаетъ любое ц^лое число болы 
Составляемъ сл^дуюпЦй рядъ посл^довательнихг чнселъ, которыя оче 
ВСЁ составвыя 

1.2.3... ЗГ-ь 2, 1.2... 1Гн- 3, 1.2.3... ЛГн- Ъ 

Обозначая черезъ ■р ближайшее простое число меньшее 

1.2.3. ..Ж-+-2 

и черезъ ^' ближайшее простое число большее 

1.2.3,..ДГ-*-Ж 
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тельныя простыл числа р в р" удоыетворяютъ 
р" —р">^М. 

2.3...Ж,-1-3, 1.2.3...Ж,-1-ЛГц 

ВОряетЬ УС10В1Ю 

.2. ..Л^,-ь2>/ 

мы обнаруасимъ сушествоваа1е новой пары 
ъ чиселъ р" и У ^ , удовлетворяющихъ ус1ов1ю 

р^'^—р'" > М 

ожев1е доказано. 

2 до ;е ^ оо Функо)я <р {х\ означающая число 
а, удовлетворяегь безковечвое множество разъ 



-- Г' "^ ^_ "^ 

■* I 1ов а; 108*" а 



омъ положптельныиъ мало ни было, а т — пи 

зательствомъ неравенства (8), такъ какъ нера- 
добнымъ же образоиъ. Беря производный по р 
ва (7) (нредыдущ1Й §), получаемъ следующее 






_ 2/,м-ь,М/,'И--[Л(Р)1') . ;■'/■> 
1-Р/.М -^1г<Г>- 
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Принимая во внимаше посл'1диее равенство и тЬ заи'бчанхЯу который 
нами были сд'&1аны въ предыдущемъ § относительно Функщй /^^ (р) и /з (р) 
и ихъ производныхъ любого порядка, мы приходимъ къ заключениОу что 
не только сама Функшя 

00 1 1=00 

я N=1 

НО И ъ&к ея производный до какого угодно порядка т включительно при 
всЁхъ значешяхъ р>0 числа конечныя. Зам'1чая же, что 

(-1)"'-7.^'^« (Р) =2 ^ -2 ^^^^ 



2 ••=! 



и что при X равномъ простому числу 

(^{хч-1) — <р(х)=1 

и при X равномъ целому составному числу 

(р(гсн-1) — ф(ж) = 0, 

мы находимъ, что при всбхъ значенхяхъ 9 большихъ О 



9=00 

т 



(10) (_1)«-у; («-0 (р)=.2 (Т (:г-^1)-<Р (^)-Т^) ^ 

«=2 

— суммироваше по х въ указанныхъ пред'Ёлахъ распространено на вс^ 
ц'&1ыя числа. Дал^^е им^емъ: 



I Г ах _ _2 

я а? I 1о{^гс 1о8. 



1ов а? I 1о {^ ГС 1о8 х 1о^ (ж -♦- а) ' 



гд* д> О НО < 1 И, следовательно, при х>1. 






а значитъ и по давно 



/ 1 Г еЬ? \ 1о| 

\ 1ов? Я5 I 1ов? X ) х^ 
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ь, что при вс^хъ звачев1яхъ р>0 суииа 

=* -^' 

^ \ 108» \ Ых } «1-*-Р ' 

1занныхъ пред^^аxъ распростравено на всё 1]:1]ыя 
мы 

21ов «-^ X 

Х" (_}__ с Ье » \ Ьв^» 

ослйднее равенство съ (10) приходяиъ къ сд'1дую- 



)жГ+Т 



во опред'бдяе'гь сумму 

> О, а тавть какъ числовое значев1е гЬвой части 
по вышедоказанноыу не превосходить н^котораго 
рв вс^хъ значен1яхъ р>0, то иы иожеиъ утверж- 
аче111е 5 не превосходить этого же числа Ь ни для 
1редставимъ суиму 5 въ схЁдующеиъ вид'1: 

;(т(.+1)-и-)-/т^)!^-, 

е число > 2 и 
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ч 

и сл'бдовательно число Л конечное, какъ бы велико ни было ц'&юе положи- 
' тельное число а. Обозначая черезъ I произвольное ц'1лое положительное 
число большее 

и зам'&чая, что сумма 

«=00 /%^"^^ 

их \ \о^^ их 



•2(т(»=-н1)-9«-Гт^)!3^ 

?=а + 1* ^ 



X 



можетъ быть разсматриваема, какъ пред'к1ъ суммы 



«,=2(»(.-1)-9(.)-[т^)^ 

«=а+1 и 



при предположеши, что Ь стремится къ сю, мы можемъ сумму 5 предста- 
вить въ такой Форм']^ 

<12) 8=А-*-{Ш8Х=^. 

Допустимъ теперь, что неравенство (8) предложенной теоремы 
удовлетворяется только для конечнаго числа значенхй х и докажемъ, что 
это допущенхе приведетъ насъ къ заключенхю, находящемуся въ противо- 
Р'Ёчш съ равенствомъ (12), а именно мы докажем|>, что при такомъ допу- 
щенш какъ бы велико ни было напередъ заданное положительное число М^ 
при достаточно иаломъ р и при всбхъ достаточно большнхъ зндчен1яхъ /, 
числовое значен1е суммы 8^ буреть бол^е М. Д'Ёйствительно, при нашемъ 
допущен1и должно существовать такое положительное число Ъ, что для 
всЬхъ значенй ж > Ь • 

Предположимъ дал&е, что число а задано, при чемъ мы предпола- 
гаемъ его большимъ и числа Ъ и числа е^ {е — основаше Нэпвровыхъ 
логариемовъ). Полагая 



их 



Л'*"^ 



/ \ Ьк*** X 



мы находимъ, что 

^* =2 К-ы — *'*) «^ = — «« "<«-.-*-«» «'г^. —2 к— ««-х) V 

я;=а-#-1 ' «=а + 1 



число и, V ,^, равное 





- (+1 


108*" * 


г>а-^1 


положительное, заключаеыъ, тго 


■^,>-%''а^,-^(%-%- 


^то Функцш с^ ея вырожете 




_^'т^-т(-) 





Ь1ов(а:— 5) *■ ''^ (х— Э1»^Р ' 

иучаеиое при поиощи Фориуш Лагранжа* 



т «С 1о§ а, 

(лахъ сунн11рован1я 



'-^Р-п 



«(«-5) 

равенства (13) 



>1- 



г>0; 



/> 



-?(а:)>1^ 



! X, превышающихъ Ь, а сл'Ёдовательно, н для ве1хъ 
[ающихъ а. Но производная 
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для вскхъ значен1Й х^а число положительное, сл^^довательно, въ нашихъ 
пред'Ьлахъ суммироватя 

осж ,^ а {х — 5) 



а потому и 

их • \ ,^^^ а (а5— д) 



Г 



Принимая во вниман1в посл'бднее неравенство и неравенства (15) и 
(14), находимъ, что 



а;=:а-*-1 



Замечая же, что сумма 



бол'Ёе суммы 



х=а+1 



которая, въ силу расходимости ряда 

1 1 1 

а-#-1 а-ь2 а-ьЙ 



при достаточно маломъ значенш р > О и при вс^хъ достаточно большихъ 
значен1яхъ / можетъ превзойти любое наЬередъ заданное положительное 
число, какъ бы велико оно ни было и принимая во внимаше, что число 



а а-#-1 



конечное и 



•'(1-Жг)>'>. 



мы заключаемъ, что числовое значенхе суммы б!'^ при достаточно большихъ 
значен1яхъ { можетъ превзойти любое напередъ заданное положительное 
число Ж, какъ бы велико посл^&днее ни было, а это и обнаруживаетъ оши- 
бочность сд^ланнаго предположен1Я. 

Въ томъ же мемуар'Ё Чебышева, изъ котораго мы заимствовали 
доказанную теорему, устанавливающую н^^которую связь между Функц1ей 
9 (х) и интеграломъ 



Г ах 

I 1о8« 



_ 1С — 

мы находииъ «ще С1^дующ1я три теоремы, доказывающаяся на основав1к 
предыдущей, который одаако представ^як>ть неньш1й интересъ, ч^^иъ пре- 
дыдушдя, такъ какъ въ вихъ ядетъ р'1чь о такихъ свойствахъ Фувкс1и 
9 (х), которыя справедливы лишь ори в'бкоторыхъ допущен1яхъ. Эти три 
предложения ны приведемъ безъ доказате^ьствъ. 

IV Теорема. Если при безпред'к1ьыоиъ воэрастан1и х выражение 

стремится къ конечвому пред'1лу, то этотъ пред'блъ равенъ — 1 . 

V Теорема. Если при безпред'Ёльвонъ возрастан1в х выражеше 



°-^{т-\'Ш 



гд-Ь ({х) обозначаетъ данную Функшю отъ а:, стремится къ пределу X < О 
(значен1я =Ь оо не исключаются) и если существуеть пред^лъ для выражеа1я 



при X = оо, то этотъ пред-Ьлъ не равенъ 0. 

Зам'Ёчаше. Чебышевъ, сравнивая переменное число X съ числами 



называетъ X количествомъ порядка т, если ври всЬхъ звачев1яхъ п < м 
будеиъ им^ть 

а при всЁхъ значен18хъ « > ш 

,. Х\ов'*х 

11Ш ^ ^ОО. 

Такииъ образомъ при услов1яхъ теоремы разность 

/■(х)-ч»(а:) 

есть количество порядка не выше т. 

VI Теорема. Если существуеть Функц1я Р^х), алгебраическая отно- 
сительно ж, 1о8 X и е^, для которой порядокъ разности 



бол']Бе или равенъ т -ь 1 , то она можетъ быть представлена въ следующей 
Форм-Ь : 

X 1.x 1.2.Л 1.2..(т— 1)« 77 /^\ 



при чемъ порядокъ Функщи Р^ (х) бол-Ье или равенъ ш -♦- 1 . 
Каждую Функшю Р (а:), удовлетворяющую услов1ю 

гд-Ь т ц'&лое число >1 Чебышевъ пазываетъ Функщей, выражающей 
Функцш 9(ге) в1^рно до количествъ порядка не ниже т. Изъ последней 
теоремы вытекаетъ, что если Р {х)у удовлетворяющая этому условно, есть 
алгебраическая относительно Ху 1о§ х и е^, то и Функцхя 

X 1.x 1.2..(П1 — I) X 



\о^ X 1од2 X * * \о^^ X 

выражаетъ Функщю ср (х) в']^рно до порядка ш включительно. Замечая же, 
что выражение 



X 1.x 



1од X 1одЗ X 



1.2. .(т — 1) X I Ас 



есть количество порядка 

Чебышевъ заключаетъ, что интегралъ 



I 



Лх 
\о^х 

2 



будетъ выражать Функщю ф {х) в^рно до количествъ такого порядка, до 
какого она способна выразиться алгебраически въ х^ 1о^ х и е^. 

§ 7. Дв'Ё друпя Формулы Эйлера, выведенныя нами въ § 2, даютъ 
возможность доказать некоторый предложен1я относительно простыхъ чи- 
селъ, заключающихся въ сл^дующихъ Формахъ 



4т-1-1, 4тн-3, 6т-*-1 и бт-ьб. 
Условимся обозначать каждое изъ простыхъ чиселъ Формы 

4ш-1- 1 
черезъ р\ а каждое изъ простыхъ чиселъ Формы 

4тч-3 
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черезъ у. Докажет., что ряды 



2 1 1 1 1 
_;.__Н__Н___Н 

6 

2 1111 



расходяпиеся. Д^йстви'ге^ьво, оба ряда сходящнннся одвовреиенво быть 
не нохугь, такъ какъ тогда ■ рядъ 



бьиъ бы СХ0ДЯ1ЦИИСЯ. Сл^довате1Ьно, пля оба они расходн1ц!еся нлн одянъ 
изъ ВЕХЪ, наар. 

расходящ1Йся, а другой 

сходяпцйся. Допустаиъ поехиднее. Раз1агая въ правой части равенства (4) 
§ 3 каждый взъ догариоиовъ въ рядъ, иы пряходиыъ къ схЬдующену 
равенству: 

со /=1) 
гд* 

ЧИС10 конечное ддя вс^хъ значешй р> 0. Равенство (а) ножетъ быть для 
всЬхъ зыачен1Й р > О представлено въ сл'Ьдующеиъ вид'Ь: 

1;?^-2?^-^'''<')="'«(1-тст-*-^---)- 

Ь 3 

Такъ какъ рядъ 



2^^ 



по уиов1ю расходя1щйся, то какъ бы ни быдо велят положительное число 
ЛУ", при всЬхъ достаточно иалыгь значен|яхъ р>0, будетъ ин-Ьть: 

5 

между тЬгь какъ при всякоиъ заачен1в. р> О числа 

Ь(С), %^ " 1»8(1-^-н^...) 
не превоеходятъ н^котораго конечнаго числа А, такъ какь рядъ 

по предаоложен1Ю сходащ1йся, а число 

108(1— 514т -^ТТ^-т^^Т-^ • ••) 
при всякоиъ значев1н р>-0 заключается между 

о н 1„в(1-зтЦ.), 

а, следовательно, и подавно между 

о и 108(1-]-). 

Такаиъ образоиъ сделанное наии выше предположен1е о { 
ности только о^№ОГО изъ рядовъ 

привело насъ къ аротввореч1Ю. Следовательно, оба ряда 

.^ Р' * ^ р' 

ь г 

расходящ1еся. Исходя изъ Формулы (5) § 4 и разсуждая совершеннс 
иы доказали бы расходиность и двухъ следующихъ рядовъ: 

2"* 1 1 1 1 1 



зъ нихъ суниирован1е распространено на всё простые 

6т 4-1, 
га ВСЁ простыя числа ФОрны 

6т -ь 5. 

дыиъ схЬцствхеыъ доказанвыхъ наня въ предыдущенъ § 
етса такое предложение: въ каждой язь линейныхъ Форнъ 

1т-|-1, 4)»-ьЗ, 6яг-+-1, 6т-+-о 

ислеаное множество простыхъ чиселъ. Въ настоящеиъ § 

1ательство подобныхъ предложен1й еще для я^^которыхъ 

ь, при чемъ тоть лр1еиъ доказательство, которыиъ иы 

ься, аналогичевъ съ изв^стнымъ пр1еиоиъ доказательства 

иъ аосл^дниыъ для предложения о безнред^льносгн числа 

чиселъ. 

Простыхъ чнселъ, заключающихся въ лявеЗной ФОрК'Ь 

аж н- 1 , 

кнтельное число, безчисленное множество. 

, ■ ■ • <^„ будуть ВСЁ делители числа а за исключетеиъ 

ъ {(х) будетъ общ1Й навбольш1Й деятель двухъ цй1ыхъ 

и Ж(х) = (х"'—!) {х^'— 1) . . . (х"'"—!). 

ц1^лые полиномы съ целыми коэФФицгентаии и полиноиъ 
ое число, такъ какъ уравнен1е 

гс°— 1=0 

)раи (первообразные), которые не принадлежать ни одному 

-1=0, а;"*— 1=0, а;*-— 1=0. 

о ВСЁ Фуцкцга 

а;° — 1 д"-! д Д— 1 
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ц11ыя И ЧТО подиномъ (^ {х) взаимно простой съ каждой изъ функцш 

мы заключаемъ, что всЬ Функцш 



ц^лыя. Дал1е, пусть ^ обозначаетъ ц'Ьдое число (не 0), удовлетворяющее 
двумъ услов1ямъ: 1) ^ делится на а и 2) число (^{А) не равно 1. Такихъ 
чиселъ Л суп^ествуетъ безчисленное множество. Заменяя въ тождестве (а) 
X черезъ Л^ находимъ, что 

А^-1=:ал)гм\ 

ДокащемЪу что ц'Ёлое число (^{А) взаимно простое съ каждымъ изъ 
чиселъ 

и это ВСЁ простые делители числа (^ {А) заключаются въ Форм'Ь 

аж-4- 1, 
гдй X число ц'Ьлое. ДМствительно, полагая 

находимъ, что числа 

в « 

взаимно простыв, такъ какъ 

^^»-^''*^^(*-)''*н_ . . . _ь Л'^-'н- 1 = С^"*- 1) Вн-Ь, 

ГДЕ В обозначаетъ некоторое ц^юе и число Ь^ будучи д^лителемъ числа а, 
и сл^Ьдовательно, д^лителемъ числа А^ взаимно простое съ числомъ 

Но 

ГД* 

ПА) 

Л. 
Л *-1 
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число ц*лое, схЬдовательно, /^ (А) число взаимно простое съ 



\ 



Л'^- 1. 



Пусть р обозначаеть любой простои д'Ьгатель числа /^^ (Л). Известно, 
что если число Л удовлетворяетъ сравнен1Ю 



ж*— 1=0(Мос1^>), 
то оно должно удовлетворять и сравнев1ю 

гд* Л обпцй наибольшй делитель чиселъ а и р — 1 и, следовательно, 
Л равно одному изъ чиселъ 

с?, с?^ . . . с?--, а; 
а такъ какъ по доказанному ни одно изъ чиселъ 

^'» — 1, ^'« — 1, ...^'-— 1 
не делится на р^ то, следовательно, 

а потому 

!> = «<-*- 1, 

где { обозначаеть цйлое число. Пусть дахЬе д^ 9* • • • д,, будуть все по 
порядку ихъ величинъ просЯ'ыя числа, заключаюпцяся въ линейной Форме 

ах-н1 



(существовате ихъ нами доказано) и пусть Л обозначаеть целое число 
(не 0), удовлетворяющее двумъ услов1ямъ: 1) ^ делится на произведете 

и 2) числовое значенхе /"^ (А) не равно 1 . Тогда по доказанному число 

доляшо иметь по крайней 1г§ре одного простого делителя Формы 



■ ^- • 
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а такъ какъ этотъ делитель не равенъ ни одному изъ чиселъ 

91, За, • • • Яп, 

то, следовательно, неограниченность ряда простыхъ чиселъ, заключаю- 
психея въ линейной Форм^ 



нами доказана. Въ частномъ случа']^, когда а простое число, эта теорема 
была доказана 8егге1;. 

II Теорема. Простыхъ чиселъ Формы 

8т-*-3 
безчисленное множество. Пусть 

Р=ЪЛ1....р, 

гд^ 3, 11, • .^р ВСЁ по порядку простыя числа Формы 

8^-н 3« 



Зам1&чая, что если простое число ^ есть д'§литель числа 

то символъ Лежандра С—^ равенъ 1, мы заключаемъ, что вс^ простые 
д'1^ители числа 

заключаются въ одной изъ двухъ Формъ 

81ЛН-1, 81Л-+-3, 
Но такъ какъ само число ^ им^егь Форму 



8т-+-3, 

то по крайней жкрк одинъ изъ д'Ёлителей этого числа долженъ быть этой же 
Формы. Принимая во вниманхе, что онъ не равенъ ни одному изъ чиселъ 
3, 11, . .^р, мы заключаемъ, что теорема нами доказана. 
III Теорема. Простыхъ чиселъ Формы 

8т--н5, 
безчисленное множество. 
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Па1агая 

Р=5.13...р, 

гдб 5, 13, . . р веЬ по аорядв; проетыя чшая «оркы 

81ПН-5, 
соегавдяеяъ чксю 

которое заиючается въ Фор1гЬ 

1 простые д'кгатедн котораго ногугъ зак1ючаться то^ько въ Фориагь 

8Я-+-1, 8»1-1-5 

Диьн^йпия разс7жден1я т^-же^ что ■ прш доказателсгеЬ преды- 
дущее теоремы. 

IV Теорема. Простыхъ тасехь «ораы 

8» -1-7 

безтаслеввое няокество. Для доказательства состаияенъ чкло 

Р»— 2, 
гд* 

Р=7.23...р 

н 7, 23, ., .р всЬ 00 порядку простыл чвсла Форны 

81» -1-7. 

ВсЬ простые д-кптедв числа ^ иогуть заключаться только въ Фор- 
нахъ 

8М-1-1, 8»и-7 
■ само оно 11гЬетъ Форму 

81И-1-7. 

Дальв^бш1я заключеная очеввдны. 

V Теорема. Простыхъ чжселъ Формы 



безчксленное множество. Къ доказательству этого предложенья придеиъ 
■зъ разсиотр(н1я простыхъ д-Ьдителеб числа 
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гд-Ь 

Р=5.17 р 

Е 5, 17, . .р в(г1 по порядку оростыя числа Фориы 

12т -4- 5. 

VI Теорема. Простыхъ чнселъ Формы 

12т н-7 
безчвменное нвошество. 

Въ этоиъ случа']^ полагаемъ 

Р=2.7.19..^, 

гд'Ё 7, 19, . . .^ всЬ по порядку простыл числа Фориы 

12т -н 7 
в составляеыъ число 

Р»-ьЗ. 

Дальн^йш1я заключен!я очсвндии. 

VII Теорема. Простыхъ чиседъ Форыы 

12т -ь И 
безчЕСленное множество. Полагаеиъ 

Р=11.23..р 
я составляеиъ число 

Р» — 3, 
имеющее Фориу 

2 {12т -1-11). 

Даль[1'1йшнхъ разсужден1Й, какъ очевидныхъ, не приводииъ. 



ГЛАВА и. 



I сроп югарввжовъ простыть Ч1сеп, ке прсаосходащиъ заданн&го 
1ХЪ1&. С1&дств1а Егтнхъ веравенствъ. Формуш Ыертенса. 



т> а обозначаетъ произвольное чнсю большее 1. Дал^е, 
шачаетъ «ункцио, опред'&лнютуюся для всЁгь ооложвтель- 
я ехкхуюшдмъ образонъ: если 

0<г<2, 

* а(г) = 0; 

»>2, 

Тииа логарвеновъ вс^^ъ простыхъ чюелъ, ве превышаю- 
Крон^ того условвиса вырахевЫ вяда 

встроятся, обозначать проще такъ 
доживъ 

_1_ _1^ _1_ 

|;(<1) = »(<1)-1-д(о2)м-»(оЗ)-|.»(о»)-1- 

5 2-»- % 3 -1-106 4-»-.. -1-1ов-Е(о) = Г(<1), 

:°)=+(«)-ь+(|)++(т)-^+(т)-^ 
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Для вывода этой Формулы, которая является нсходной въ Д1 
швгь изысван1яхъ П. Л. Чебышева о простыхъ чнслахъ (ней} 
простыхъ чвслахъ»; СочЕвен1я П. Л. Чебышева, т. I) им обращае 
его ФОрнулЪ (2), выведеввой ваив въ предыдущей глав^Ё (§ 1), в с 
ляснъ фуввщю ({х) для всйхъ звачен1Й х'^\ слЁдующвнъ образом 
и1гЬетъ значев!е раввое О, если л)>а в звачев1е равное 1, еслв 
При такоиъ опред'к1ен1в /'(х) иы находвиъ, что 

1'^) = Е^-^Е^^Е-^^ -^Е-^, 

гд!! число X удовлетворветъ услов1яиъ 

н Фор19ла (2) § 1 пряввнаетъ сл^дую1ц1й видъ: 

(3) Т(а)=\щ2-^\о^Ь^..^ЩЕа='2Х^^^Е^^..^Е^\щ 

гд1Ь су11нировав1е во второй части распространено на вей простыл 
не оревышаюоця а. Заи^чая, что въ суииу 

1о^ р входвтъ съ коэФФВЦ1еЕтОиъ 



4(»Ъ*»(1)^^»(1)=-... 



— съ коэффищентонъ 

^? 

и вообще въ суниу 

^_ \_ 

*(«')н-»(|)* 

— съ ноэФФВщевтоиъ 



иы эаключаеиъ, что 



^?. 



2(Е|-нЯ^-ь..н-Е^)1ов^ = ф(а)-»-ф(|)-нф(|)м. 
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и, сд:]&доватедьнОу справедливость Формулы (2) доказано. Для дальн^йшаго 
введемъ еще сл-Ьдующгя обозначенхя: 



Ф(1)-Ит)-+(т) 
+ (т)-<-+(т)-Ф(1) 



На основан1И Формулы (2) ии^^емъ: 



• • 



• • • • 



=2 ^ И) 

=2 + (й) 
=2 * (г.) 
=2 <' (а)- 



№ 



г('')-гй)-г(|.)-г(^)-г(|)= 

2+Ш-2+Ш-2+(я)-2+(й)-2+(а)= 



гд* коэФФИЦ1енты А^ А^ могутъ им^ть только значен1я О, 1 и — 1. 

Опред^лимъ ихъ. Пусть А^ обозначаетъ любой изъ нихъ. Представимъ 
число к въ сл'Ёдующей Форм'6: 

А = 2 1 3 * 5 » ^, 

гд* л^>0, Пз>0, Пз>0 Ц'Ьлыя числа и ^>1 ц'Ьлое число, взаимно 
простое съ 30, Если 

П1=Пз = Пз=0, 



то 



Нт) 



входить только въ сумму. 



2+(^) 



и, сл-Ьдовательно, ^^=1. Если только два изъ трехъ показателей 1?^ п^ п, 
равны О, то ф (у) входитъ въ сумму 



2 + (^) 



И въ одну изъ суммъ 



2+(0 2 +(!.). 2+(й) 
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и, следовательно, коэФФищентъ А^ равенъ 0. Если только одинъ изъ пока- 
зателей п^ п, Из равенъ О, то ф (^\ входить въ сумму 

И въ дв'Ё изъ суммъ 

2+Ш' 2^й' 2^(8^)' 

сл1Ьдовательно въ этомъ случае А^ = — 1 . Наконецъ, если ни одинъ изъ 
показателей п, п, п^ не равенъ О, то ф (у- ] входитъ во всЬ наши суммы, 
а следовательно и въ этомъ случае А^ = — 1 . Итакъ, 



^1-1, 


л= 


0, 


А 




0, 


А- 


0, 


Л=о, 


А — 


— 1^ 


л 1. 


л- 


0, 


Л- 




0, 


Ло=" 


-1, 


Л= 1. 


-^12 " 


__ г 


Л»= 1. 


л* 


0, 


■4x5- 




■1, 


^1. 


0, 


Л:-1, 


-^18 " 


— 1, 


-^19 1» 


-^20= 


-1, 


-^21 




0, 


-^22 


0, 


-^28 1 ? 


-^24=" 


— 1' 


Л-0, 


■^26= 


0, 


-«27= 




0, 


^28 


0, 


-^29"== 1 ? 


-^30 — ■" 


— д 


-^81= -^1, 


•4»- 


Л 


-^88 = 


4 


», • • 


• •■••< 


* • 









и Формула (4) принимаетъ сл^дующгй видъ: 

Т(а)-».т(^)-Т(^)-г(|)-Г(.--) = 

(5) < 

+(«)_ф(^)-нф(^)-+(^)-ь + (^).... 

Принимая во внимаи1е, что Функщя ф(^) съ убывашемъ переменной 
не возрастаетъ, мы изъ последняго равенства находимъ, что 

(5) ф(а)^Т(а)-^-Т(^,)-Т(|)-Г(|)-Т(|) 

' Но известно, что 

Т{а) > 1о§ у 27С -*- а 1о^ а — а — у \о% а 
Т(а)< 1ое У 271 -+- а 1од а — а-н-^- 1о^ ан-^, 



12 

следовательно, предполагая а> 30, найдемъ: 



— 30 — 

Т^<^)*т(^)>^^оеV2^*'^аЩа-[?^^^^)а-^о^а-^■^\оеЗО 
Т(.)^т(^)<21о8У§^*?1<.1ога-(?1^^)а*1ова-1 10830*1 

И 

^(т)*2'(^)-кГ(|)<3 108 ^2^ + 1 о 108 0- 

_1^ _1_ _1_ 

(^н-1082' З' 5')о-к|108а— 1-108 30-1-1 
1'(т)-^2'(|)-.-Г(^)> 3 108 У^-й «108 а- 

^_ ± ± 

а потому 

ф(а)>-108У2^ -и?^^^^^^ о— 1 1ое а- 1н-1ое 30 

Лов 30*» 

а потону ■ по давно 

(7) Ца)>Аа— ^1ое а— 1 

(8) ^{а)-^[^)<Аа-,-^На, 
гд* 

^=,1?1Й_^ = 0,92129202 

1о8 30» ' 

За11^чав!е. Неравенства (7) и (8) выведены при предао10шен1н, что 
а > 30, но овн справеддввы и для вс1хъ значен1Й а > 2 — въ этонъ можно 
уб'бднться непосредственной вхъ поверкой. 

§ 10. Подберемъ въ функщи 

ко»фФнщенты В, ^?, В^ такниъ образоиъ, чтобы ии'Ёло Н'бсто тождество 

Р(')-.р'(|) = ^-»-|1ое'. 
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Йайдеиъ 

При такоиъ выбора 1^ (в) буденъ им'Ёть ва осаовав!и 
предыдущаго § 

+(»)- + (т)<-Р(»)--г'(т) 

■ С1^довате1ьно, 

•и») -^(«) <+(|)-^(т) 



ф(ё,г=г)-^'(рг=г)<ф(Й-^'И 
а потому 

■1/(а)-:Р(а)<1\,[^)-1'{^)., 

Предполагая ц'Ыое положвтельное чисю т выбранвь 

1<в^<2, 
н заи^чая, что тогда 

находииъ такое неравенство: 
Такъ кавъ 

И звачитъ 

-И«)<^<1, 
то, сд^довательво, 

(9) 4.(<.)<|.^а-^л^1ов>а-+-|1око-^1 

Посх1двее веравевство и неравенство (7) нредыдуща 
можвость уставовить два веравенства и для Функц1в Ь{а) 
Функц1я ф(а) опред-Ьляется равенствомъ 

^^ ^^ 
ф(а) = д(а)-ьд(о^)-1-д (а^)-1- , 



1. Л, Л 

^(а) — 4- {а^) = »(а)-|- »{о' )-!-&(/)-»- 

-I 1, .^ 1. 
,— 24'(а^)=»(а) — в(а^)-»-»(а^) — Э{а*)ч- , 

»И<Ф(«}— И«') 
1_ 

На)>Ь{а^)>»{а) 



иая во внинан1е неравенства (7) предыдущаго § и (9), (10) в 
щаго прнходииъ къ двуиъ сл'&дующинъ неравевстванъ д^я 

')■■ 



>(<>)>^»-у ^-5-,„^г1»в' а-Й108<.-3. 

Ш1е. Для дадьн^йшаго за1г1ти11ъ, что на основан1и неравенства 
1Ъ значешй а^2 ии^еиъ, что ф(а) а, сгЁдовательно, в но 
иен'Ье 2 а. 

Обозначииъ правую часть неравенства (12) череэъ д,(а), а 
гь неравенства (13) — черезъ д„(а). Пусть дал^е 1ш Ь обозна- 
всла, удовлетворяющая условЬзмъ 

10 простыхъ чиселъ превышающнхъ /, но непревышающихъ Ъ 
'огда, очевидно, ны-Ьеиъ: 

т\щ1 <Ь{Ц — Щ) 



&, сд^довательво, и по давно 

»(1оё^>Эп(^) — »1 (О- 
Отсюда ии'Ёеыъ ддя числа т сл^дующ1я два неравенства: 



. ^(1^-')-^(^'-^''Ь 



^{ 2 1ов* 1-»- 108» I ) -♦- -^-( 2 1ой Ь-^З 
«■<- _ 

, ^('^-|-')-(7^^-'^)-гаГе(""-^^"«'")-т("°'^-' 
Такъ какъ число к, опред11аеиое равевствонъ: 

,/, 6 Д 12 ,5 1Б , , _ 25, ^ , 

" щг ^ ' 

очевидно ыев^е т, то следовательно, положивъ 



МЫ иошенъ утверждать, что чвсю нростыхъ часелъ болытаъ I, н 
вышающихъ Ь больше к. 

Въ частноиъ случа'Ь, когда к равно О, ыы вжкеыъ, что при 



г=| 1-2 Х^- ^,1»^ 108' Л-^ 108 Л-б 

иежду I и ^ находится но крайней м^рЁ одно оростое число. Сж& 
тЬхъ же неравенствъ (12) в (13) является следующая, весьма 
теореиа П. Л. Чебышева. 

§ 12. Теорема, Если х обозначаетъ аоложвтельное число и е 
при всйхъ значен1яхъ х, превосходя щихъ н'Ькоторый определен! 
д'Ьлъ, остается числоиъ положительаыиъ, то сходимость ряда 

1о82 10^8 1ов4 

есть услов1е необходимое и достаточное для того, чтобы рядъ 

^'(2)-*-^'(3)-»-^'(5)-1-^'(7)-ь^'(11)ч- 

былъ также сходн1Ц1Йся. 
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ю. ЗлзЛчля, что рАзвоеть 

»(«; — »(«— 1), 

Епелвое число, риал О жл ]ог ш, сжпрт по тоя]' — 
гое пмо я, шжЬешъ: 

-»-У^5)-1-У(7^-*-...=У '*"''-./Г"'' ^'">- 

чая черезъ я такое доетаточво большое цЬме шиоаш- 
во 1) Д1Я вгЬгь заачен1& х^я «ункци ^^(х) югЬетъ 
16016 ■ во 2) есл 

«'>!>■, 

ц-йлое чвио бо1ьшее п, ■1|1еыъ 



^ иоВ « 1ЧГ (ж ■*■ 1)/ " ^ ' 



::^^^^•(».)<-^^■-|^^>Р(п)^-^^Р(п)-^- 

^1' '''""7.,''."°~" ^('") 
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и 



(15) 2 ""'7.,'^"" ^С"»-^^' ^('■)-"^'^ ^с) 



т=гм 



м=< 



2 ^иИ-у-1) ^,(,„). 



Но 



=я 



^ ».(.,-М.-1, ^,(„)^ 






2(т^-т^("'-('"-^)'^-Г1Ь<^°«'"-'**«^<"*-'»-т('°«"'-^<'«("-^»)б^ 



1о^т 



И такъ какъ 



Ит [т^ — («1 — 1)3 ] =г о, Ит Г1ой* т — 1ов« (т — 1)1 = О, 1ш По^ т — 1о8 (т *- 1)] = О 

тг^оо т=:оо ' т = оо 



ТО, следовательно^ если рядъ 



Г{т) 



2 



1о§^ ш 



СХ0ДЯЩ1ЙСЯ, при возрастанш ^ до сх) сумма 

1' -■ '"^\'-'' ^м 



1=11 



будетъ стремиться къ конечному пределу, а, сл^&довательно, на основан1и 
неравенства (14) и положительное число 

— щи^ — ^И 



будетъ также при безпред'&льномъ возрастан1и I стремиться къ конечному 
пред'блу и значить рядъ 

будетъ СХ0ДЯЩ1ЙСЯ. Далее, 



т=1 



2(^-у^(« -(«-!)' )—^^{1оя»т-1о8Нт-1))-^{1ош т-Юв (т-1))) 



1^П 



3* 






одящннся и рядъ 



'■'т'-'—'г-М, 



жрядъ 

1)-|-^'(5)-1-^'{7)-*- 

Геореиа доказана. Вопросъ о сходииости ряда 

•^'(3)-*-^'(5)^- , 

ь простыхъ чисел> ова сводить ва вопросъ о 






_ 108» 

1ено ва ъс'к хгбльш числа. Посл^дшй же вооросъ 
. быть р^шевъ ври поиощи извг1стныхъ при- 
иотрииъ схЁдуюпцй рядъ: 



5 Нов б)Р ^^ 7 (1ов 7)Р 



|08 3)»*Р 4 (108 *)^'^ 

ЧТО И рядъ 

3)* "*■ Е (1о8 0)Р "*" 7 (108 7)^ "*" 

чво также наш1и бы, что, если А;> О, но < 1, 



(108 8)Р »'аовЬ)Р 7*(1ов7)Р 
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§ 13. Исходя изъ той же Формулы (2) Чебышева, данной: 
§ 1, иы можемъ получить дв^Ь Формулы, который дадуть наи 
ность вывести неравенства для суыиъ логариоиовъ аростыхъ чисе 
чающихся въ линебныхъ Форнахъ 

4т-»- 1, Ат-*-3, 6т м- 1, 6т -ь 5 

и не оревосходящихъ данного □ред'Ь1а, при чеиъ разсужден!я б^ 
логичны съ вышенриведенныии разсуждев1яыя Чебышева. Пуст: 
чаетъ произвольное число большее 1, а а(л:) и ^{г) — Функцш о 
пцяся для всЬхъ положите'льныхъ значен1й сл^дующимъ образом: 

0<г<5, 
то 

«(«) = 0; 

если же *^5, то а(г) есть сумма логарюмовъ вс-Ьхъ простьи 
эаключаюш,ихся въ Фори'Ё 

4т -ь 1 
и не превосходящихъ г. Если 

то 

если же а^Ъ, то ^(г) есть ' сумма логарвомовъ всЁхъ просты: 
заключающихся въ Форн^ 

4т-»-3 

и не превосходящихъ г, Кром'Ё того условимся выражен1я вида 



ФТ) 



обозначать проще такъ 

Тогда положивъ 

«(г) — 1ой 2 = й'(«). 

^ -1 -Ь 
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± Л ^ 1. 2- 

2. А Л ^- 



• • • 



будеиъ им'Ьть: 

— 1о§ 3-1-1од 5 — 1о^ 7-^-1о8 9. . .±1о8 а = 

гд'6 а нечетное число, удовлетворяющее усдов1ямъ 



и а 



и знаменателями дробей у въ выражен1яхъ 

+.(т). +.(т) 

служатъ исключительно нечетныя числа. Для доказательства справедливости 
Формулы (16) обращаемся къ Формул'6 (2) § 1, глава I и опред'&1яемъ 
Функщю ^{х) для вс&хъ цйлыхъ и положительныхъ значен1Й х сл'&дую- 
щимъ образомъ: при всбхъ значен1яхъ х большихъ а 

при вс^хъ нечетньаъ значен1яхъ х^а 

гд* (— ) символъ Лежандра-Якоби и при ъ&ккъ четныхъ значеюяхъ х<а 

Пх) = 0. 
Тогда Р (р) (р > 2) определится сл^дующимъ равенствомъ : 

11 1 -^ 

гд^ суммирован1я по п въ указанныхъ пред'блахъ распространены исклю- 
чительно на в&к нечетныя числа и число X удовлетворяетъ условхямъ: 

р^<а<р^'^\ 
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Следовательно Формула (2) § 1 принимаетъ въ этомъ случа^^ такой 



видъ: 



(17) 



— 1о8 3-4- 1ое 5 — 1о§ 7-*-1од 9 — . . .±1о§ а = 



Еа Е^ 
р 



а 






Е^ 



8 1 1 \ ^ 



р- 



Не трудно вид'Ёть, что если р обозначаетъ простое число Формы 



4т -н 1, 



то въ сумму 



а(а) — а (|)^-а(|) _ а(|)^. . . . 



\оё р входить съ коэФФВшентомъ 



к 



\«р/ 



(суммировашя по п въ указанныхъ пред'блахъ распространяются' исключи 
тельно на нечетныя числа); въ сумму 



«(«")-.(|)^*.(1Г-.(^) 



1_ 
2 



съ коэФФИщентомъ равнымъ 



^7 



ит 



И вообще въ сумму 



а (а ) 



1_ 

к 



«(т)'-Чт)*- 



съ коэФФИщентомъ равнымъ 



^7 



^(«р*) 



Если же р обозначаетъ простое число Формы 

4т -«-3, 



коэФФИц1ентоиъ раввымъ 



|ъ раввыиъ 



2(5) 



■У 

1_ 

гь раввыиъ 



(-)?©)■ 

внвиан1е равенство 

[11Й ф,(г), Фа (г) и ф,(г), а также полученные сейчасъ ре- 
ь Фориулы (17) и получаеиъ Формулу (16). 

1 впервые (на сколько наиъ известно) дана В. И. Стане- 
статье «О простыхъ чвслахъ вида 4т -1-18 4т — 1». 
Инясен. Пут. Сообщ. за 1899 г.). 

ачиыъ черезъ а, какъ и въ предыдущемъ §, ороязвольное 
а черезъ а (я) в р'(в) фуикщи, онред'ЬляюпцясядлявсЁхъ 
значений в сл^дуюиишъ обраэоиъ: для вс^ъ значевгяхъ 

а'(г) = 0, 
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а для всЬхъ значен1й я > 7 а {^^^) есть сумма логариемовъ вс'бхъ простыхъ 
чиселъ, заключающихся въ Форм^^ 

6тн-1 
и не превышающихъ г; для вс&хъ значенш ^9<5 

а для всЬхъ значетй я>5 р'(я) есть сумма логаривмовъ всЬхъ простыхъ 
чиселъ, заключающихся въ Форм'Ь 

6шн-5 

и непревышающихъ а. Тогда, положивъ 

д"(^) = д(^) — 1о8 2 — 1о§ 3 
?>(^) = ?1('г2)-'-«'(-г)-ь«'(^3)-ьа'(^5) -ь 

± ^^ }. 1. 

будеиъ им'Ёть: 

(18) 2(?) 1овп=[9.(а)-<р,(|)н-ф,(|-)-...]-[„(а)-ф.(|)-ь,.(±)_...] 



— суммироваше по п въ указанныхъ пред'Ьлахъ распространено на всё 
нечетныя числа, не делящаяся на 3 и знаменателями дробей у въ выра- 
жен1яхъ (ра (у] и (рз (•|-) служатъ исключительно нечетныя числа, также 

не д^лящ1яся на 3. 

Чтобы получить Формулу (18) мы должны Функщю /*(ж) въ Формул'Ь 
(2), § 1 определить для всёхъ ц-блыхъ значешй х сл'бдующимъ образомъ: 
при всЁхъ значешяхъ х большихъ а, а также и при всЁхъ ц-кзыхъ значе- 
Н1яхъ меньшихъ а, но не взаимно простыхъ съ 6 

при всЁхъ же ц^лыхъ значен1яхъ Ху меньшихъ а и взаимно простыхъ съ 6 



гд* (^] — символъ Лежандра-Якоби. 



онъ 011редйлен1и Функц1и ({х\ вабдеыъ, что Функтця Р{^) 
1'Ёлвтся схЁдующииъ равенствоиъ: 

1н1я по п въ указанныхъ пред^^аxъ распространевы на всё 
1а, не д^ляоцясн на 3 в 

I (2) § I принниаетъ въ даннонъ случа*! сл^дун1Щ1Й видъ: 



1]1я разсужден1я аналогичны съг1ии разсужден1яии, которыя 
введены при вывод'Ё Формулы (16) въ предыдущеиъ §. 
ориула (16) § 13, накъ аоказалъ В. И. Станевнч-ь въ своей 
'орой мы выше увоиинали, даеть возиожность получить два 
ля суннъ логаривиовъ вс-Ёхъ простыхъ чиселъ не превышаю- 
го пред'1ла и ии'Ёющнхъ Фориу 

4т -н 1 

ства для суимъ логарЕвиовъ всёхъ нростыхъ чвселъ Фориы 

41П + 3 

•евышающихъ даннаго предала. 

пользуясь Формулой (18) предыдущаго §, покажеиъ р1&тен1Я 

просовъ относительно вростыгь чиселъ Форнъ 

6т-ь 1 и 6т-1-5. 
, что 

— 1о? а <2 (^) 1о? « < 1оё о 

?>М>т.(4-)>т.(т)г 

'?.«>'?. (■|-)>т.(у)> 

юваши Формулы (18) § 14 сл-1дующ!я два неравенства: 
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(19) (р, (я) — ср, (у) — срз (^) < 108 « 

(20) 9, (в) — 9з (^) н- 98 (т) > — 1о8 «. 
Изъ опред^дешя ФункцШ фд (^?) и ф, (^) сЛдуетъ, что 



Функц1я же 91 (^) легко выражается черезъ Функщю ф(а) Чебышева. 
А ииенно для получешя Функщи (р^ (а) изъ Функщи ф (а), определяю- 
щейся уравнен1емъ 

ф(а) = д(а)-1-'д(а2)^д(а8)-ь.... , 



надо изъ последней исключить 1о§ 2 л 1ов 3. Такъ какъ 1од 2, какъ легко 
убедиться, входить въ Функцш ф (а) съ коэФФИщентомъ 



-Б 



1о^ а 



108 2 

И 1о8 3 — съ коэФФИщентомъ 
то, следовательно, 

Принимая во веимаше последнее равенство и неравенство (7) § 9, 
(9) § 10, ваходимъ: 

?,{а)-+.<рз(а)>^а-| Ю^ «-1 -^ ^«^ 2-|5|| \ое 3 

ИЛИ, что тоже, 

(21) ?я(«)-*-?8(«)>^« — 1 1ое «^ 1 

9а(«)-^?8(«) <Т^^-*-4т 1о8' а— т 1ое? а-*- 1 н-1о8 2-4-1ое^ 3. 



4 1о8в 

Последнее неравенство мы^ очевидно, можеиъ заменить следующвмъ: 






— 44 — 
1зъ неравенствъ (19) и (22) ии-Ьем-ь: 

равенствъ (20) и (22) 

равенствъ (20) и (21) 

нецъ, изъ неравенствъ (19) и (21) 

Тодберенъ теперь въ Функц1н 

Р(11) — Вг-^В^ 1оё^ г -к 5, 1о8 г -*- В^ 
(щенты Ву 5, В^ и В^ такъ, чтобы следующее равенство было 

Я'ВОИЪ 

[айдемъ 

р — Л >! л — ^ и—1. ^^"^^ 



В,= 4,-'^-^^± 



{Щ Ь-^ 



[ри такомъ выборе ф;нкц1и 1'{г) ыы будеиъ ви'Ёть на основан1н 
нствъ(23)е(24): 

?.(«)-т?.{т)<-Р('>)-т^(т) 
?Л«)-т?з(т)<^'И-]-^(у) 
^оватедьво, 

Т.(я)-;'(а)<|[т,(|)-^(|) 

..(т)-^(т)<4ЬЙ-^(Й] 



ь{^)-^ш<\ы^)-^т 
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я значить 



Ы-)-Па)<^[ьШ-РШ 



Подобное же неравенство им^емъ и для Функцхи (^^(а): 

?.(«)-^(«)<^[?зЙ)-^{^)]- 

Если предподожимъ, что цйлое и положительное число к выбрано подъ 
услов1емъ 



1<^<5, 



ТО 



и следовательно 
а такъ какъ Функщя 



б1овб\|^^^ . ^ 1о^ б 16 (1о^ б)« 

""4 "*" 4 1о^ 6 



при всЁхъ значен!яхъ :: 

1<;г<5 
божЬе числа 

А ^ , / 1 б 1о|? б \ о ■ . 1оуб 1б(1о<?б)> ^ 
3 -^ "*" V 4 2 10^ 6; ^ ■*■ * "4 "*■ 4 108 6 ^ ^^ 



ТО, сл']кдовательно, 



9,(а)<2^(а) 
9з(а)<2^(а) 



или, подставляя вм']^сто Функщи Р{а) ея значен1е, 

а потому и подавно 

(27) <р.(а)<|-^ан-^з^1ое»а-4-(-1-||||)1ое ан-10 



1о§? б . 16 (1овг б)« 



4 4 1ов: 6 

1о^ б 16 (1о^|; б)а 
4 "*" 4 108^6 » 



1.1 ■ ^ ;-' 
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(28) ср,(а)<|-^ан- ^^ 1о8»«-^-(^_А|Л)1од а-н 10. 

Зам'Ёняя въ правыхъ частяхъ неравенствъ (25) и (26) ф, (у) и ?я(у) 

соответственно большими значешями, даваемыми неравенствами (27) и (28), 
найдемъ, что 

/ \ ^ 18 ^ 5 1 3 /23 б 1ов б\ . _ 43 16 ао« 6)2 1о8 6 

/ \ -^ 18 ^^ 5 , о ^ /28 б 1овг 5\ . 48 15 {1овг 5)* 1о8 6 



а потому и подавно 

(29) ^.(а)>^4а-з-т^1о8»а-(?-|Й-б)1ога-9 ^ 

(30) 9,(а) > '^Аа^^, ю^. « - (| _ |Ь|^) ю^ «-9. 

Подученный нами неравенства (27), (28), (29) и (30) и даютъ намъ 
возмбжность установить неравенства для Функщй а' (а) и ^\а). Изъ ра- 
венства 

?з(а) = 9,(аа) + а'(а)-*^аЧа«)-а(аб)-1-...., 



опред'&ляющаго Функцш <^^{а), им^емъ: 

(31) а(«)<?2(«) — ?1(«^)- 

Зам'Ьчая же, что 

?я(«)<?1(«^)-»-« («)-*- »"(<^^)-^»'Ч«^) 



или, что то же, 
имземт» I 

(31») «(«)>?,(«)- (?х (а) -^"(«))- 

Но 

А ±2-2. 

?1 (в) — 2 91 («2 ) = д" (а^) — д" (а2 ) -н д" (оЗ ) — *" (а* ) 

сл'Ьдоватедьно, 

^_ 

?1(а)-2?1(а2)<д"(а) 



47 



н значить I 

9,(а)-д"(а)<2(р1(а2), 

а потому у на основаши неравенства (ЗР) 

(32) а (а)>9а(а) — 2 <^^(а^). 
Да^^е, такъ какъ 

Л Л -I 2_ 

то 

(33) ' ?'(а)<?8(«)- 
ЗавгЁчая же, что 

Л Л 2. Л Л 

или, что тоже 

Л Л Л Л 1. 

р'(а^)-*-рЧа^)-*-р'(«^)-ь <?,(а2)-д"(а2), 

находимъ второе неравенство для Фу нкц1и р' (а) : 

2^ _1. Л 

но по вышедоказанному 

?1(«)-»"Н<2?,(а2), 
а потому 

1. Л Л 

?,(а2)-»"(а2)<2 9х(а^) 

и, сл']&довательно, 

а значить и подавно 

(34) Р'(«)>?8(«)-3?г(аЗ). 
Принимая во внима:&1е равенство 

?1(«) = ?я(»)-+-Т8(«) 
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, (27), (28), (29), (30), (31), (32), (33) I (34) иы 

1«'-П^1<«-(|-Ш1)'»««->' 

1«^-вд'»""*°-(т-ГШ)'»8''-" 

наченныхъ нами въ § 13 черезъ а(а) ■ ^(а) 
илъ сл'Ьдующ!» неравенства 



^'о^Са^^^Ь^^Юв^-^б 



_Б_1о|_96 ] 
8 1оКб 



5 1о8^ 



для по^учеы^я этехъ неравенствъ тоть же саыый, 
ь наии случаяхъ. 

ства (35), (36), (37), (38), (39), (40), (41) в (42) 
I10^учить сл^дств1я, анаюгичныя гЁнъ, который 
;вымъ изъ его неравенствъ и который наии выше 
I я ^ обозначаютъ два поюжительныхъ чииа в 
о простыхъ чнселъ Фориы 

ет-*-1 

ышающвхъ ^ будетъ.ш. Тогда, обозначая аравую 
черезъ \(а), а правую часть неравенства (36) 



т1оё/ <д,(Х) — 9,(0 
т1о8Х>й.(^)— д,(г) 



— 49 



и, сд'1довательно, 






Подставляя въ посл']^днее иеравенство вместо Ь^{1) и д4(^) ^^'^ зна- 
чен1я, находимъ: 

„, , Ш^-1')--(^^-^)--;4-.('°'-^'°'-)-[(|-гШ)'-°'^!('-Ш)""]-'' 

Такъ какъ число к, определяемое равенствомъ 
очевидно, мен'Ёе т, то положивъ 

7 13 7- 18 х2 16 1^ о г 15/1 * 1ов 5\ , т- 28 

МЫ можемъ утверждать, что въ ряд^ 

находится бол^е, ч^мъ к простыхъ чиселъ Формы 

Т'Ё же два неравенства (35) и (36) даютъ возможность доказать и 
сл'Ьдующую теорему: если х обозначаетъ положительное число и если Р{х) 
при всЁхъ значен1яхъ гг, превосходящихъ опред']^ленный пред']^лъ, остается 
числомъ ноложительньшъ, то сходимость ряда 

г (2) Г{Ъ) _^ Г (4:) Г (6) 



1ов: 2 10^ 3 1о8 4 1о« 5 

есть условхе необходимое и достаточное для того, чтобы рядъ 



^р(^), 



тл-Ъ суммирован1е распространено на вс'Ь простыя числа Формы 

бтч- 1, 

былъ также сходящимся. Доказывается эта теорема совершенно такъ же, 
какъ и вышедоказанная теорема Чебышева — все различ1е будетъ со- 

4 



— 50 — 

пч) вм-Ьсто Функщй А(а;), д,(гЕ) и ©„(г) надо будеть взять 
'ункц1н Ь"(х), Ь,(х) и 9^{х). Подобные же рсзу^ьтаты 
гчены и для простыхъ чиселъ Фориъ 

6т ч- 5, 4тн-1 и 4т -нЗ. 

>ключеп1е настоящей главы розсыотринъ сл^дуюпця два 

а в 1- — 

I В ароизведев1е распространены на вс^ нростыя числа, 
давнаго положнтельнаго числа а. Приближенныиъ вычн- 
этвхъ выражений занижались Лежандръ я Чебышевъ 
с^Ьдующимъ дву»гь равенствамъ: 



2 -^ = ^4 1оеа^-^' 
П-4=Р'108а, 



^зпред-Ёльнонъ возрастании а остаются числами конечными. 
,илъ изъ предположен!», что Функц1я (р(г), выражающая 
иселъ иеньшвхъ х, при большихъ значен1яхъ х, съ доста- 
I опред'Ёлнется равенствомъ 

^^^^^Ьк ж -1:08366' 

изъ предположен1я, что та же Функц1я приближенно опре- 
юиъ 



=й 



р(г) 



> на тЁхъ изыскан1яхъ Чебышева, о которыхъ шла р^чь 
ей глав^, Мертенсъ первый показалъ, что об'Ь Формулы 
ь быть получены независимо отъ какихъ либо предполо- 
<^{х)*). Къ изложеаш этого изсл'Бдованж Мертенса (съ 

16 гей1е иод ап^е?. Ма(Ьеш. уоа Сге11е, (. 78. 
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н']&которыми незначительными изм']&нен1ями) мы и перейдемъ. Пусть а обозна- 
чаетъ любое ц'Ьлое число большее 1 и со (а) — Функцш, опред'^яяющуюся 
сл']&дующимъ равенствомъ 

гд^ суммированхе въ правой части распространено на всё простыл числа, 
не превышающ1я а и ц^лое число X опред'&ляется изъ услов1й 

Докажемъ, что Функц1я со (а) удовлетворяетъ сл1Бдующимъ двумъ 
неравенствамъ 

1о§ а — 1 < (О (а)< 1о8 а -#- 1. 
Действительно, им^емъ: 

во 

У^(^Е^-^Е^^^-..-^-Е^)^оер = ^о^1.2...а 

^'><1оёр = '^(а), 

гд'! <^(а) обозначаетъ Функц1ю Чебышева, определяющуюся равенствомъ 

ф(а) = »(а)-ьд(а2)-4.д(аЗ)-^ 

и суммирован1я распространены на ь&к простыя числа, не превышаюпця а, 
с^гЁдовательно, 

/ \ /^\ ^^ 1ог 1.2..а 

и 



Такъ какъ 



1о^ 1.2. .а 



^>1о8а-1, 
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неравенства (а) ии'Ёемъ и подавво: 

ы(а)>105 а — 1. 
аввиая во ввииа111е неравенства 

—5 — <~25 — ^\"-^т/-н — ■^"^^2^ 
равенства {^) находинъ: 



-1- 



1ок2д 5 108^ а 7 к^а 1 



1_/2--^^ 

V* 6 "^^ 2а 4 1о8б 

Ёхъ значен1й а> 10 

, 108 2* б 1ое'о __ 7 1ова_2_ 1_ -^ п 

^ 2а 4 1о8 6 а 4 а а 12а* -^ "' 

ДЛЯ веЬхъ значенШ а> 10, им^Ьемъ 

ы){а) <1ок о-к 1. 

шй же а меньшихъ 10 это неравенство провирается нено- 
акъ с1'Ьдств1е по^ученныxъ нямн двухъ неравеяствъ для 
н'Ьемъ следующее предложев!е: числовое значен1е разности 



г = „(а)-2(!^'-'-ргн-.,^!^); 



Ь8Р\ ,■^1 1082 •^ ЬВЗ ^ 1086 



^Р\ ^\Щ^ \ЩЬ \ЩЪ \Щ1 
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а такъ какъ 



1о{^2 \о^д ЩЬ 1оу7 
1.2 "*" 2.3 "*^ 4.5 "*""бТ 



... < 



т=оо 
1ов 2 , 1ов 3 _ ^ 1о8Г 2т 



6 



■2 

»=2 



(2т) 



2 



и 



т=оо 



т=ао 



я»=оо 



^ (2т)2 4 ^й^ т» "*" 4 ^ 



1о^ т ^1о^2 1 
"т2" <-'1 ^"Т' 



т=:2 



т=2 



т^2 



потому что 



т=ао 



т=оо 



^ т* <^ 1' ^ т2 ^ 



1ов т ^ 1о^ 2 1о^ 3 



23 



32 



т=2 



т = 2 



ТО, схЬдовательноу 



1ов?2 1о{?3 1о{^5 , 1о^7 



1.2 -2.3 4.6 6.7 



•^8 



<х1о&2 



10^3 
6 



<1, 



а потому и подавно 



2 ^ 

Принимая во вниман1е равенство (у) и два неравенства, полученныя 
выше для Функцш (о (а), а также посл^^днее неравенство, мы и уб']&ждаемся 
въ справедливости высказаннаго выше предложен1я. Обратимся теперь къ 
Формуле (7) § 5 (I глава). Изъ нея им^емъ: 



00 



2 а+1 



Обозначая сумму 



2 



1оур 



черезъ 0)1 (п) и замечая, что 



1о1Р п п ' 



смотря потому — составное или простое число п, мы можемъ сумму 

00 
а+1 



представить въ такоыъ вид-ё: 

Итакъ, иы^еиъ: 
(«)2;1^=-1»вР+1«в(1-нр/;(р))-Ш-^!;^:1Й^)-8«, 

*а =2 (;те5т; — (п-и)»1'о|,(.-и) ) "1 <")• 

Займемся 11реобразовав!еиъ суыыы б^^. Токъ какъ 
"1 (") = 1о8 п -»- 8 
гд'& 8„ по доказавноиу обозначаеть <1ис^о по абсолютному зваченш невьшее 

1 1 „Г. ! Ч':^Ё111_з__ 

Г1 1 .. ! , >. 1 I 

1Я (;НЗ)!"^(»-И)!"1о8(|ц-1|-^2.(»н-1)»1о,(»-И^ 1^' 

гд^ Х„ обозначаеть число большее О, но меньшее 1, то, сх&доватедьно, 

°а =^^ и>-*-Р 1ов и "**{а-^1)Р (а-^1)1-^Р 1ов(а-1-1}"*~^^ 2п(м-1-1)1-*-Р1ов(п-*-1)~*" 

гд^ О <С X < 1 . Да1^^е им^енъ 



я (я-»-1)'+е 1о8 (п+1) ^ я (я-»-1) 1о8 (я-4-1) 

= 11 ' 'I ' ^ ^ ! 

\и п-*-1/1о8(я-«-1) ^ п1овп (пч-1)1ов (п-1-1)' 

а потону 

^ 2п (»-*-1)»-^Р 1ов (и-«-1) "^ 2 (в-*-1) 108 (а-н1)* 

Лбсо^[отное же значен!е выражен1я 

°п (.вР Юе п (п+1)Р108(»и-1)) 
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мен1&е 

^ (щи 1о8(п-*-1))' 

и значить абсолютное значенхе суммы 

••=00 

^ /_1 1 и 

||=аЧ-1 

мен'Ье , /^^,х > Сйдовательно, 

»=0 

^а^^^ п1-^Р 1о8 п "*■ (а-н 1)Р (ач- 1)1-*-Р 1о8 (а-н!) "*" Р» 

||=а+1 

гд']& Р обозначаетъ число, абсолютное значен1е котораго мен-Ье 

1 2 

2 (ан-1) 1о^ (а-*-1) "*" 1о8 (а-^1)* 

Внося найденное. нами выражеше для суммы 5^ въ Формулу (45), 
находимъ : 

о 



М= 00 



(а -ь 1)Р 1ов (а -♦- 1) Р ^ п^-^Р 1ок п ' 



м=а-|-1 



но 



й)|(а) 1 1 1о§^ а— 1о{^ (ач-1)ч-$д 

(ан-1)Р 1ов (а-^1) (а4-1)Р "*" (а+1)Р 1од (а-^1) (а-1-1)Р 10^ (а+1) 



'-Ы)-Л 



^д ® V а У ви-1 



(а-н 1Р-^1 1ов (а-ь 1) (а-ь 1)Р Ь^ (а-ь 1) (а-ь 1)Р 1о8 (а-н 1) » 

а потому абсолютное значенхе выражен1я 

<^)^(а) 1 1 

(ач-1)Р 1ов[ (а-#-1) (ач-1)Р "*"(а-ь1)1-^Р 1о{? (а-*-1) 

мек]^е 

2 1 

1ов (а-*- 1) "*" а» 10^ (а-*- 1)' 

И значить 



и =00 



(46)2?^ »08 Р-*-1о8 (1-^Р^.(е))-/".(е)-*-Г-2 Л^=^Т1^' 



п=а*«-1 
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)тное значен1е котораго 



> суммы 



1-р ^ х'-^Р — р 



х1+9 а'-^Р"" р а ' 



яъ 1, им'Ёеиъ 

_^ * 108 п ^^ ( 
_-» Г ""'''!' . ' 1 

иця два неравенства: 



^ 1 1 1 
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Но 



л* лОО лОО лОЭ л^^ 

р р 1 р1о;а 1 



р 1о{^ а р 1ок а 1 



р 1о( в 1 

Г* 



= — 1о§ р — 1ов1о8 



8, 



гд^ (7 постоянная Эйлера и § — число, обращающееся въ О одновременно 
съ р. Дал^е, 



/%00 -СО 

г д-р ^р 1 Г а— Р(Ур ^ 1 

I р а 1ой^ а I р2 ^ а 1о8 а 



И 



N=00 



«=00 






п=ач-1 



п=а + 1 



а потому 

П=:00 

||=ач-1 
И 

11=00 



< — 1о8 р — 1о8 10^ а — С 



У 



а\о^ а 



ь 



2 ;ггто7;>-1о8 р-1о§ 1ое «-^-^ж^-^3-*-те^-5Р'Ть7^» 



п=и + 1 



108 



10|? 



1ов 



гд* X' обозначаетъ число, лежащее между — 1 и -•- 1 . Следовательно, 
им'Ёемъ : 



»=00 



2 п1-^р\ое п = — ^^ё 9 — 1оё 1о? а— С 



X" 



«=а+1 



а1о^ а 



К 



гд'! X'' обозначаетъ число, по абсолютному значенхю меньшее 2, и значить 
равенство (46) можетъ быть представлено въ такомъ вид'ё: 



(47) 



2 



)8 — 

! значев1е котораго иенФе 

8 
а 1ов а 

«нствъ (47) р равньшъ О я обозначая 
I котораго иен^е 



'-^,(«) 



I а 

4,б"*"в.7 "*" 10.11"^ 12.13 "*" ' * * ^' 



»)<!?• 



! 2 р- "^ 8 2 г- "^ • 
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и следовательно. 



00 00 



Но 

ач-1 а+1 а-^-Х 

а потому, полагая 

Р' = Р-н/-,(о)-8', 

гд'! 8' обозначаетъ положительное число меньшее —, находимъ 



1о8 П — Ц- = 1о8 1о8 а-^Р' 



2 1 — ^ 

р 



и значить 



П 1 =^ в 1о8 а. 



3 1 

Р 



Такимъ образомъ нами получена и Формула (44). 



ПАВА III. 



о простыхъ ЧЕСтлъ, заЕшочающвхся въ ариеметическоВ 
сютыхъ дЁлвтеляхь чиселъ, составдяюпциъ арвенетн- 
шева о простыхг дблитеяяхъ чиселъ формы 



иы показал какъ Эйлеръ, преобразовывая 
зведев!» въ ряды, приходить къ рядаиъ, зава- 
{ростыхъ чиселъ и устанавливая расходимость 
'1дователы10 вовсе, существенно отличающееся 
ательство какъ безпред^ьности числа всЬхъ 
1пред'к1ьности числа аростыхъ чиселъ, заклю- 
нейныхъ ФОриахъ. Дальнейшее заи'Ьчательное 
1лучаютъ въ классическонъ мемуары Дирихле 
1]и Наукъ, 1837 г.), въ которонъ энаиенитый 
11н1я н'^которыхъ беэконечныхъ произведе111й 
т4хъ результатовъ, которые имъ были полу- 
иварныхъ квадратичныхъ Форыъ, устанавли- 

анено на вс! простыя числа, заключающ1яся 



:ыя числа) и такимъ образоиъ докозываетъ 
ли а и 2) ц'ЁльЕя взаиинопростыя числа, то въ 



а -н 26, о -н 3 
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содержится безчисленное множество простыхъ чиселъ. Изъ работъ, посвя- 
щенныхъ этой же теорем'1 и появившихся посл-Ё Дирихле, особенно, по 
нашему мн'ёшю, выд'ёляются два мемуара Мертенса, которому удалось 
дополнить изсл*дован1е Дирихле и кром'Ь того устранить зависимость до- 
казательства предыдущей теоре&1ы отъ счета классовъ бинарныхъ квадра- 
тичныхъ Формъ. Въ первомъ изъ этихъ мемуаровъ, на который мы уже 
ссылались въ предыдущей глав']^, онъ между прочимъ, занимается прибли- 
женнымъ вычислешемъ для большихъ положительныхъ значенш N суммы 

гд'! суммированхе.въ указанныхъ пред'Ёлахъ распространено исключительно 
только на ВСЁ простыя числа Формы 

и приходить къ сл'Ьдующему результату: 

Л' 

21 __ Зо^ 1о^ N ^ -^ 
2 9(«) ' 

2 

гд* В обозначаетъ число, остающееся, при безпред'Ьльномъ возрастанхи N^ 
конечнымъ. При вывод'Ь посл'Ьдняго равенства Мертенсъ пользуется и 
т'Ёми изсл^^дован^ями Чебышева, о которыхъ шла р'бчь въ предыдущей 
глав* и доказательствомъ теоремы объ ариеметической прогресс1и Ди- 
рихле, при чемъ зависимости отъ счета классовъ ему еще устранить не 
удается. Во второмъ мемуар'Ё, появившемся въ Запискахъ Берлинской 
Академ1и Наукъ за 1896 г., онъ занимается приближеннымъ вычисленхемъ 
суммы 

Л' 



2 



3 ' 



гд* суммированхе распространено также исключительно на простыя числа 
Формы 

и на этотъ разъ всЬ необходимый вспомогательный предложешя уже уста- 
навливаетъ независимо отъ счета классовъ. 

Въ сл^дующихъ §§ мы даемъ, съ некоторыми дополнен1ями и изм'Ь- 
нен1ями, изложен1е изысканш Мертенса. 
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вачать во всеиъ дадьв^бшеиъ черезъ а (а;иое 
., а черезъ Ъ (чиыо взаимно простое еъ а) — 
ческой арогресыя 

Ь, 2ач-Ъ, За -ь Ь, , 

деть наин доказана теорема Дирихле. Суммы 
I которыхъ исходить Мертенсъ во второмъ 
1тъ тЪхъ же Функц1&, отъ которыхъ зависятъ и 
Дирихле, а такъ какъ при опред'Ьленш этихъ 
основЕЫхъ свойствъ намъ придется воспользо- 
Бен1яии изъ теор1и сравпен1Й, то мы счвтаеиъ 
[О остановиться на этихъ посл^дшIxъ. Пусть 
1а простые мношители и пусть число различныгь 
ащнхъ въ это разлошен1е будеть равно А> 1. 
гея на 8 и 

2, р,>2,...р,>2. 

> случае, к&къ известно, каждое изъ чвселъ 
первообразные корни. Пусть д^ будетъ перво- 
I, д^ — числа р^г и т. д. Всякое число х, удо- 
[нен1й: 

а: =(?,". (Мой рЛ) 

а; =^/* (Мойр/*), 

съ каждыиъ изъ чиселъ р^ ■, р^*, • . . р^ *, 
)е и съ вкъ произведея1еиъ, т. е. съ а, и какъ 
1етворяю1щя систем* сравнений (1), будугь веб 
юдулю а. Дал'Ёе известно, что еслЕ каждый изъ 
1тъ услов!ямъ 



!<»,<? (?,М-1, 



. теор1и сраввен1й, обозначаетъ число чиселъ 
1ьнаго числа г ж взаимно простыхъ съ ннмъ, то 
етворяющее систеи'Б сравнен1й 



гд-Ь 
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У=9ГН^о^РмЧ 



^<^^1<9(Р1^')—1 {6=1,2, ...к) 



будетъ тогда и только тогда сравнимо съ х по модулю а, когда 

Ш| = п^^ ш^ ^== Лд ... ш^^ = п^^ . 
Давая каждому изъ показателей п^ веб сд'Ёдующ1я значен1я 

О, 1,2,..., 9(17,^0 — 1 
мы составимъ 

?(«) = ?(рЛ) ?(А^») . • . ?(1>А^*) 

такихъ различныхъ системъ сравнен1Н, какъ система (1) и, принимая во 
вниман1е вышесказанное, можемъ утверждать, что каждое ц-блое число Ау 
взаимно простое съ а, будетъ удовлетворять одной и только одной систевгЬ 
изъ числа 9 (а) составленныхъ нами системъ. Пусть Л удовлетворяетъ сл'ё- 
дующей систем-б сравнен1Й 



^ ^^/* (Мой !?/*)• 

Число г^ называется, какъ известно, ивдексомъ числа А по модулю 
р^к Присоединивъ въ разсматриваемомъ нами случа'!^ и 1 къ числу простыхъ 
чиселъ и согласившись считать 1 первообразнымъ корнемъ 1 и индексомъ 
всякаго числа по модулю 1 считать О, мы систему чиселъ 

^? \ Ь, • • • Ч 

назовемъ индексомъ числа А по модулю а и введемъ сл'Ёдующее символи- 
ческое обозначенхе: 

1па^ А = (О, г,^ г,^ . . . г^). 

Приведемъ еш;е одно предложенхе, доказательство котораго никакихъ 
затрудненш не представляетъ : если каждое изъ чиселъ А^ А^ . . . А^ 
взаимно простое съ а и 



7»«г„ 4. = (О, »,,^ь, ,,.-.**,,) 

IпI^ А„ ^ (о, ^^ ^ Чщ- • -Н т). 

1па^ А — (о, »,^ 1^ ... «„), 

,^а-ь . . . -ьг, „ (М0(19(Р,М(' = 1, 2.. .А). 
:ло а Д'&1ится на 8 и 

>3, г)^>2, Л>2 ....^'^>2. 

фи Х,> 3 число 2 1 не ин1^тъ первообразныхъ корней, 
четное число с, при \^3, удовлетворяетъ сравненш: 

сз'' '=1 {Мой 2'). 
уча'Ё изв^стцо, что между числами 

. . . О'^ , — 5", — 5', . . . — Ъ^ 

;жду собою по модулю 2 '. Следовательно, каждое не- 
сравнимо по модулю 2 ' съ однимъ и только съ однимъ 
кивъ 

ь вг 9л- ■ ' Як первообразные корни соотв^тствевно 
р,^ к, найдемъ, что каждое ц^лое число А, взаимно 
гворяетъ одцой и только одной систем*! сравнен!^ вида: 

А = {—\Тд,и{ЪШ2\ 
А^ д.иО'Шр.К) 

А =. 5*'* (Мой Рк'^), 



1 
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гд'§ цй1ыя числа (а, «^ г^ ... «^^ удовлетворяютъ усдов1яиъ: 

0<|л<1 

0<»1<Т?(2'0-1 
0<»а<<р(1>М— 1 



0<»,<?(р^)-1 

Въ этомъ случа*! индексомъ число Л по модулю а назовемъ систему 

чиселъ 

• • • 

^ \ Ь, • • • Ч* 
Сохраняя символическое обозначенхе 

1па^ А = ([X, г,^ г^... г^), 

мы можемъ высказать сл']^дующее предложен1е, доказательство котораго 
какъ и его аналогичнаго, приведеннаго выше, ни какихъ затрудненш не 
иредставляетъ: если каждое изъ чиселъ А^ А^. . .А^ взаимно простое съ а и 

1па^ Л = ((^2, ^1,2, ^2,2, • • • %2) 
-^**^а ^т = ^1^т, Кт, \т, ' ' '% т\ 



ТО ПОЛОЖИВЪ 



наидемъ 



л^ Лд . . . Л^ — л, 



/лб? 



гд'Ь 



^=([л, е,^г2^...д, 



(х = |Л1 -н 1«.2 -н . . . -^(х^ (Мой 2) 

«1 = \1-*-Ч2-»- • • • -*-\т (Мой I 9 (2\)) 



X. 



^ = ^,1"^^/,2-*- • • • -^^т (Мо(1^?,^) (< = 2, 3, . . .й). 
Изъ всего вышеизложеннаго вытекаетъ следующее заключеше: если 



11ДЯ оростыя тасла ■ 

.>2, р,> 2, ...;>,> 2, 

игь, ^)авншыVЪ оо мод. а съ одвннъ ■ тЁзгь хе 
'/стымъ съ а, ооотйтствуеть 01ва ■ только оиа 
> мы аязывачиъ ивденсоиъ всЁгь этнхъ чш^лъ ао 
гоягъ взъ 4-1-1 Ч1се1ъ », I, I- V гдЬ 

;'.<9(/'Л)— 1 ((=1,2,3....!), 



■9^2*1)— 1, 0^1^<9(>/') — 1 (^ = 2,3,... 4), 
■"1 равно 2'|. 



?1 = <Р(/'1Ч---Р4 = ?1>*4 



^ 9 (2'-), ?. = ? ОЛ) - - . Р* = ? (Р^), 

л^е пусть (1)о обозначаеть любой корень перваго, 
аго в т. д. сл^дующнхъ двучлеввыхъ уравненш 

= 1, Л=1,...а^к = 1. 



зй ш, будемъ давать всё зваченЫ, который онъ 



9 (я) = Ро р! ■ • • ?* 

редположииъ, что всё эти произведев1я располо- 
кдоиу изъ произведен!! вриписавъ зиачокъ, указьЕ- 
иое вроизведев1емъ въ вашеиъ ряд'Ё, при чеиъ иы 
вымъ членомъ ряда (сл'&довательно, звачокъ кото- 
)оизведен1е, соотв-Ьтствующее случаю 

Шд = ь), ^ ... = ш^ = 1 , 
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Если число А взаимно простое съ а и 

ЪЛ^А = {р., ^1,^3^-.. г*), 
то условимся черезъ ^^{А) обозначать сл-бдующее выражеше 

0)0 (0^ 1 (Оз 2 • . . (0^ А, 

предполагая, что значокъ произведен1я 

0)0 (0^ со^ . • . (0^ 

есть 

Бели же Ес^лое число А не взаимно простое съ а, то каково бы ни 
было ц'Ёлое число ^, удовлетворяющее услов1ямъ 

0<г<(р(а)— 1 
мы подъ ^^ {А) будемъ подразумевать 0. Функщи 

и{А\ Гг{л), . . . гм), 

гд* 

г = (р (а) — 1 

(во всемъ дальн'Ёйшемъ мы за г сохранимъ это же значен1е) и есть Функцш 
Дирихле. Сл'6дующ1я предложешя выражаютъ основныя свойства этихъ 
функцш. 

1 . 1{аковы бы ни были ц'1лыя числа шип, им'бемъ : 

Действительно, если по крайней м^р^ одно изъ чиселъ т и п не 
взаимно простое съ а, то предложеше очевидно; если же оба они взаимно 
простыя съ а, то полагая 

1пс1^ т = (а г, «2 .... г^) 

та^п ={а\г\^г\^ г\) 

1пЛ^ тп = (а" г\ г\ . • . . %^^ 

и предполагая значокъ произведенхя 



(Оо (х)| (0^1 . . • . (Оь 



б* 



(-1-1, 
, , . <■ / \ в-«-а' »|-*-«'| Ц-*-*'» Ч-*-^к 

,(«)/;(»)=ч («^1 ч •••V 

и предыдущаго § н уравнеюй (2) 

Г,{т)Г,(п) = Гг(шп). 

> О и Л 1г1лыя чииа, то 

:^)-ь/;и-*-1)н-...-н/;(^-на— 1) = 0. 

льно, чвсю чисел*, взаимно лростыхъ съ а и нежду собою 
00 нодудю а, находящихся въ ряд'Ё 

А, А-^1, ^-ь2, ...Л-ьа — 1 

1ъ каЕсъ по ;сдов1ю / >- О, то въ 11ронзведен1и 



I) (1), . . . ы^ равБЫ 1. Пусть ш^ будетъ одво жзъ этихъ чн- 
1. Отбросивъ въ суии'Ё (3) слагаеиыя равный нуло, ны, 

иман1е § 19, найдеиъ, что остальныя слагаеиыя составятъ 
цы ножемъ представить въ схЁдующеыъ вид-Ё: 



(о)/ -Н со/ Н- Ш(« -1- . . . -ь ы/*"') М. 



теореиа доказана. 
, т е1 ц'к1ыя числа и 

т>0 <>0, 

льно, на освован1и предыдущаго предложешя с^ниа 
/■,М)-н/-,и-н1)ч-..,./;(Л-нт) 
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можетъ быть приведена къ виду 



/;(^)-ь/;(Б^1)-*....+/;(Б^п), 

гд* 

п<а — 1, 

а последняя сумма — къ виду 

/;(А)-*-/;(Б^-ь...-ь/;(5^, 

гд* В^ В^ . . . В^ веб т6 числа изъ ряда чиседъ 

В, Л? -1-1, Л?-1- 2, • . . 5-#- л, 
которыя взаимно простыя съ а и 

г<9(а). 

Есл 

г = (р(а), 

то предложеше очевидно, такъ какъ на основаши предыдущаго преддо- 
женхя 

Есл же 

*<?(а)| 



то присоединяя къ числамъ В^ В^ . . .В^ числа В^^^ В^^^ 
взаимно простыя съ а и находяпцяся въ ряд'й чиселъ 

^В-I-Iг-I-1, -В-ьп-*-2, ... Вч-а — 1, 

мы на основан1и предыдущаго предложенхя найдемъ 

Мой {ГЛВ^^г)-^ГЛВ,^-*-. . .-*-^ДВ,(„)); 
а такъ какъ при Л взаимно простомъ съ а 

Мой/;(Л)=1 

и число слагаемыхъ въ одной изъ сумиъ 



• ••■°<р(о) 



о, схЁдовательыо, предложен1е доказаво. 
. Ъ^ обозвачаютъ поюжитедьаыя числа ш 

Лч-1)-,-...-^-Ь^^М-<-^')]<^^>>Ч(<^)■ 
иъ тождество: 

-н6„/;(4-»-1») = 

,) ГА^)-*-(Ь,~Ь,) (Г,Ц)-,-Г,Ц-^ !))-<- 

(Ач-Цч-. . .-н/;(А-^т—1})-^Ь^^,(А-^т) 

.1)-ь...-ьЬ„/;и-н ».))]< 

+-■• -н- (»„_,— »„) + '„] •|-»(») = | ». ?(«)• 

творяетъ сравненш 

^ = 1 (Мой о) 

у сравнеицо не удовлетворяетъ. Д'&йствительно, 
■Ь 

ч4^ А = (а, г^ », . . . ^^) 

ъ этомъ случай тождествеаевъ съ 1п^д 1, мы 

О, г, = г, =г . . . := г^ = О 

зслв л не взаинно простое число съ а, то преддо- 
1ИСЛ0. Л взаимно простое съ а, то полагая 

гид «4 = (а, »1 г^ ... гД 
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будемъ И1г1ть сд'Ёдующее равенство 

> соо (о^ со^ ^ . . . (0^ *", 

гд* суммирован1е по сод распространено на вс* корни перваго изъ урав- 
ненш (2), — по (0^ — на всЬ корни втораго и т. д. 

Пусть «1 а^ . • . а^ будутъ всЬ корни одного изъ нашихъ уравненш 
(2), при чемъ мы предположимъ, что показатель ?, съ которымъ вс'Ь эти 
корни входятъ множителями въ слагаемый суммы 



2 






не равенъ 0. Что по крайней м'Ьр'Ь одно такое уравнен1е должно нахо- 
диться въ числ* уравненш (2), то это слЬдуетъ изъ услов1й 

^ не ^ 1 (Мой а) 
и а > 2. Но сумма 



2" *1 *к 

(Ол (О, . • . (0| 



»0 ш^ • • • ш* 



можетъ быть представлена въ такомъ вид'Ь: 

гд'Ь а обозначаетъ выражеше, зависящее отъ корней остальныхъ уравнешй, 
и, сл'Ьдовательно, эта сумма равна 0. Такимъ образомъ предложеше дока- 
зано ВПОЛН']^. 

6. Если ^ > О, то ряды 

(К\ Т _^г(1)^/г(2) . Л(3) . Л(4) . 



V"/ -^г — 2 8 4 



сходящ1еся. Д'Ьйствительно, какъ бы велико число 1^' > (^^ ни было, на 
основанш предложешя (4) им'Ёемъ : 



МОЙ 1^ — -ь-^^^:ру— ь. . .-*- _,-^^~ -^ 



и (при [^1. > 3) 






о вв было число а > о, прЕ достаточно 
> [Л, иы будеиъ ии'Ьть: 



! ОСНОВНЫЯ свойства ФуНКЦ1Й ^(^1), 

бходвиы для дальнййшаго. 
шадлежатъ Дирихле. Ближайшая наша 
чтобы доказать, что ни одао язь чиселъ 
[акъ при оковчательныхъ заключеа^яхъ 
1ссьиа важную роль. Для получен1я этого 
я Мертенсу, разсиотр'Ьть нбкоторыя 
лосл^^дними н числаии Ь^ X, . . . Ь^.. 
ь дальЕгЁйшенъ будуть ии'Ёть этотъ же 



ан1е въ л-Ёвой части распространено на 
на г ц'Ёлыхъ и положительвыхъ я 



1сла Л на иножителя иы считаеиъ раз- 
I аорядкоиъ множителей или по крайней 

южниъ сперва, что гит больше 1. 

г)-ь..н-5(т), 

состоитъ, очевидно, изъ всЁхъ нроизве- 

летворяЕотъ услов1яиъ: 
>1, ...а,.>1 
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ВыберемъизъФ(т) ВСЁ т^ слагаемый, въкоторыхъ числа а^ ^г * - «^г— 1 
не превосходятъ числа 

Сумму всЬхъ выбранныхъ членовъ обозначимъчерезъ2^.0на въсвою 
очередь можетъ быть представлена въ вид'ё суммы членовъ такого вида 

Такъ какъ каждое изъ чиселъ а, а, . . . а^__^ им-Ьетъ V значен1й 
1, 2, . . • V, то число такихъ членовъ р, составляющихъ сумму 2^ равно 
7*"""*; зам'Ёчая же, что на основанш третьяго предложетя предыдущаго § 

Мос1р<|9(а), 
находимъ: 

г— 1 

Условимся дал-Ье черезъ Е^ гд* I им-Ьетъ любое изъ значенш 1 , 2, ...г — 1, 
обозначать сумму всЬхъ тЬхъ слагаемыхъ вида (а), входящихъ въ Ф{т\ 
въ которыхъ первымъ числомъ, превосходящимъ V, является число а^. От- 
бросивъ изъ числа чиселъ а, а^ . . . а^ число а^ и обозначивъ нроизведенхе 
остальныхъ черезъ ?, а изъ числа Функцш /"^ (а ^, ^^ (а^), -../). (а^) — 
Функц1ю ^^ (а^) и обозначивъ произведенхе остальныхъ черезъ ^^ мы иожемъ 
сумму 2^ представить въ вид'6 суммы членовъ ^ такого вида: 

Р = (2[/;(ун-1)-н/;(у-*-2)н-....ч-/;(:б^)]. 

Число такихъ членовъ ^ не превосходитъ числа всЬхъ различныхъ 
ц'Ьлыхъ положительныхъ (О исключается) р^^шенхи неравенства 



ЬхЬ2...^_1<^ 



т 
~1 



а, сл'Ёдовательно, и по давно числа различныхъ р^шен1й такого нера- 
венства : 

при чемъ дв4 системы р-Ьшешй этого неравенства х^ ^2 • . • л?,._1 и 
х\ х\. . .^с'^_1 мы считаемъ только тогда одинаковыми, если 



шачаеть чкао всЬхъ раздичныхъ разложении числа 
;й. Очевидно, что число раэличныхъ рбшешй нера- 



Р(1)ч-Р(2)-»-...-*-1>{п), 

г— 1 

'ъ нен^е 

„[^и^?!н-.,-.-^=)]. 
если раскрьпъ выражен1е 

съ будутъ находиться вс^Ь числа 
РШ Р(а) РМ 

1 * 2 » ■ " • ■ » ' 

Г-1 

;то ТОЛЬКО ВТ. случа-Ь п = 1), а, сл^Ьдовательно, и по- 
-^^'-<--н-2^']<»(1*1овп)7' 

г—1 



[о§ п) <ш •* П-1-^10ё»1) 



[1шен1б нерав! 
ощихъ суиыу 



зличныхъ р'Ёшен1б неравенства (а), а следовательно 
Р, составляющихъ суиыу ^, иен^е числа 
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Но на основан1и третьяго нредюженхя предыдущаго § 



Моар<|(р(а), 



2 

а потому 

Г"! г— 1 

Мой^]^ < I 9 (а) т ^ (1^!:^1одт) , 
Принимая во внимаше равенство 



Ф(„)=2-2*.-2 



и полученные результаты находимъ сл']^дующее неравенство: 

г— 1 г— 1 

Остается разсмотр'^ть т1^ случаи, когда одно или оба числа гит 
равны 1 . Если г = 1 и т > 1 , то Ф (т) приводится къ сумм'Ь 



/;(1)-^/;(2)-4-..^/;(т) 
и, сл'Ёдовательно, 

Мой Ф (^) < у ? (а). 
Если же т = 1 и г > 1, то 

Ф(1) = ^(1)=1. 

Такимъ образомъ во вс^хъ случаяхъ им'Ёемъ: 

г— 1 г— 1 

что и требовалось доказать. 
Сл'Ьдствхе. Ряды 

5 =^(1)^-4-5(2)1-1 5(3)-*- 

Т=^^ 5(2)1- ?2|^ 5(3)-!-^ 5(4)-н. . . 



сходяпцеся. (Обозначен1я 5 и Т будутъ им'Ьть и въ дальн-Ьйшемь этотъ же 
смыслъ). 

Доказательство. Пусть пе п обозначаютъ два п:&1ыхъ числа, удовле- 

творяющихъ уСЛ0В1ЯМЪ 

п>1 п>п-1-1. 



— те — 

доказанцаго преддошен1Я 
[8 (» -<- 1 ) -I- 5 (и н- 2) -н . . . ->- 5 (»')] 
Мо4[Ф(11') — Ф(я)] 



ь частноыъ случае, когда 
п' = п-*- 1 =т 

г— 1 г— 1 

5(т)<г 9(а)»» *■ {]-*-'^1оёт\ 

яал во внииаше тождество 
'»-« 8(я-*- 2) ч-...-1-|г„ «(!») = 
*»«] -^(в(»-^1)-^8(»-^2)) (й^-";^)-*-. . . . 
-^-1)■^-8^п-^2)-^-...-^■8^т—1)) (<*„_,— 1*„) -н 
(8(п-|- 1)-*-8(п-н 2)-!-. . .-н«(т)) Л, 

О <(г„^,>(г„^,> ><!„_ 

ее веравевегво; 

1) -*; й^, 8(п -н 2) -ь ...-»- <г„ 8()»)] < 

г— 1 г— 1 

.) [(п-^ 1) ' (1 ч- ^ 108 (я н- 1)) (<г„, — й^) ч- 

г— 1 г-1 

-н(я-н2)' (1+1='1о8(я-ь2))(<г„^,-<г„.)-н 

г— 1 г— г 

.-1-(т— Ц ' (1-н1=11ог(|я — 1)){<|„_,— ^^-н 

г— 1 г— I 

-*-»»'' ^1 -+-^1о8»я] й^. 
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то при Л> 1 



если же подожимъ 






1о«к 



^*= Л » 



ТО при й;>3 









Сл'бдоватедьно, полагая 



к=:т 



к^т 



^-=2т^(*) " К==^'Ч^8{1с) 



»=«+1 






И1г6емъ: (при п> 1) 



Мой В^<г 9 (а) 



г— 1 



г— 1 



^1^!1_11ов(п-н1)) (1-*.Г_11о^(„^2)) 



(л-*-1) г 



(пч-2) г 



г— 1 



г— 1 



^1 ^ !1_2 1о8 (ш- 1)) (1 -*- V ^^« *") 



(т«1) 



1^1 

г 



т 



1^ 

г 



И (при л> 2) 



Мой В\<г (р(а) 



Г--1 



(1-*-^108(п-^1)) 



(п -#- 1) г 



108(п-ь1) 



г— 1 



• г— 1 



(1ч.^1о|?(т-1)) (1н-^1о(?«) 



(т-1)^"*'г 



ш 



2^ 

г 



1о§т 



Отсюда, предположивъ 



1ов(л-*-1)>г 



и зам'бтивъ, что при 1о§ А; > г им^^етъ м'бсто неравенство 



1-4-^1овй<1о8й, 



•-1) ]ог (*-»-2, 

г 1Я-1-21 Г 



. 1ов (1—1) . 10К ■ 



1<ц («<-!) . 1о; («4-21 

П"^ 1 



(—1) г Г ^ 



11а[гь бы надо ия бьио число а > О, ори достаточно 
|Ъ ц^оиъ т бодьшеиъ п буденъ и|гЬ1ъ неравенства 

Мой Л. < «, МоЛ Л', <- а. 

|Ъ ореддожен1е доказано. 

Бсди ПОДОЖЕИЪ 

О распространено на всё д^литедн 1гЬдаго чйсжа ^> 1 , 



) (т) = (\оё т ч- С)8~Тч- а„^ 

«дыдущее значение, С — постоянная Ёйлера в 

[Нш а„] =0. 
Введеиъ сл'Ёдуюиця обозначен1я: 

1-*-4--|-*-.-— Т = 'К'') • 
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Функщя &(т) можетъ быть представлена въ сл'Ёдующей Форм']^: 

&{т)=8{1) фЮ 4-^8(2) фЮ и-. . .н-^5(т) 4^(ш„) 

И, сл'Ёдовательно, 

0(т) = Ж-ьЖ 

Положимъ для всякаго ц'благо значешя п > 1 

1-108 (1-н1) = Ь, 

в 

Ь, -н 6з и- ...-+- Ь„ = ^1 (п). 

Тогда очевидно будемъ ии'йть 

Ф (»»*) = ^1 (»»а) -*- 1о& (1 -н ш^) 
и, следовательно, 

(а) ф (»П4)-1о§ ш-ф1 (т)-»-1оё й;=1од (1 ч-Мд)-!©^ у -(ф1(»»)-ф1(»»4)). 
Но 



и 



1о8(1-*-т^-1ое|<1о8(1-«-^)-1о8^<1. 
Дал^^е 



а такъ какъ 



и 



то 






а следовательно и подавно мен'Ье — . Отсюда заключаемъ, что выражеше 
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(а) по абсолотнону зваченио нен^е — , а потому 

(1ое«-.-;,(«))-1ов1 = Э^ 

М(н1Э.<^. 

посх&дняго равенства на у 5 (А) I суиншруя ао . 
иодигь ш. сЛдующеиу равенств;: 

1)-^-1-«(2)-^...-н|«и)* 

1)ч-1Р, 5(2)-к|3, 5(3)-.-. . .-1 ?, 5^. 
-н...-4-18(|.) = 5-Л„ 

,)^^|^н...._^8(^)^а^' = т_^г•, 

и 
[1Ш1 т^ =0. 



а Р, 8(1)н-Мо(1|8(2)-н. . .-«-Мой ?!! ^(ц)^ 
[Моа 5(1)н-Мо(1 5(2)-^. . .-«-МоЛ «((«)]< 



С™ Уя) =0- 
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Следовательно, 



М-(\оёт^С-*'^Л8-Е\ч-Т-В'=:'^'^; 



И значить 



гд* 



такъ какъ 



(Нт Л ) = (1ш1 В') = О, 



Я1=СХ) 



т=ао 



Мод 22 1о8 ш < Г (р (а) 



а потому и 



■ г— г г— 1 



2) 



(1АЧ-2) 



2^ 

г 



а 



1о8(н1-ь1У, 



т=оо 



Пт (Л 1о§ т) = 0. 
Дал'Ёе на основан1н равенства 



Ф (»»»Л-4-1) Ф (»»1Х-4-2) 



^-1-2 



-н[8(р1-н1)-.-«(|л-ь2)][^ 



] 



Ф {«^11-^2) 

*-2 



Ф_0^±8)"| 



5([х-н2) 



5(^-1)][^%И 



Ф (У>»т ) 
т 



Г5({Л-4-1) 



5((л-^2)-^...-н5(ш)]*^; 



И перавснствъ 



О 






К1-4-Х 



[л-нХ-н! 



(и.-ьХ)' 



(Р1-+-Х): 



а 9 



ГД* 



1<Х<т — ([Л-+-1), 



им1емъ следующее неравенство 



Мой Л^< г (р(а) (1 -к 1ое т) 



г— 1 



г— 1 



^1 н-^108 (р1-^1)) [1 -ь^1ов (р1-ь2)] 






(1Х-1-2) г 



г— 1 



г— 1л 



[1 -ь 1^ 108 (ш - 1)] [1 -*- ^ 108 т] 



(т-1)^"*" г 



т 



2_ 

г 



^ 



т2У) =0, 

;а^ьн^бшаго нообходнио еще доказать, что 

0(т)>1. 

эзвевство, за1гЬтЕнъ аредварите1ьно аЬ- 
зваченноб намг въ этонъ § череэъ Р{Л): 
ыя числа, то 

число взаимно простыя, то давая въ выра- 
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1ЖДому изъ д-блителей числа (, а числу Т — 
1'йлптелей числа И'. Отсюда въ силу опред'Ь- 
предложен1е и вытекаетъ справедливость 

лец1ю Фуакцш Р(т) ин-Ьеиъ: 
8(4)-»-8(4')-н.--нв(9'). 



' Л (Л) (1 -» /> И) ■ • ■ (1 -« /г М) " 

, то 

д^иится аа 9 и пусть и обозначаетъ пока- 
(И1Т) число 2 по модулю а. Модуль числа х 

ющимъ степеняиъ х, им-Ьемъ: 

2 /;(?'■) /.г'-)-- -г, (з'')], 



— 83 — 
гд'6 въ выражеши 

служащемъ коэфвщентомъ при о;^, суммированхе по 1^ 2, . . . 1^ распро- 
страняется на веб ц']&дыя положитедьныя числа, включая и О, удовлетво- 
ряющая неравенству 

при чемъ дв-]^ системы р'1^шен1Й этого неравенства 

у-^ Н— ^2 — Н- • • • -+- ^ ^^ Л 

МЫ считаеиъ только тогда одинаковыми, когда 

Но очевидно, что и Р{^) есть точно такая же сумма 

сл'Ёдовательно коэФищентъ въ нашемъ разложенш при о;^ и есть Р{^). Беря 
логариемы оть об'Ёихъ частей равенства ((2), разлагая логариемы во второй 
части получаемаго равенства въ ряды, и замечая, (§ 20 п^ 5) что сумма 

1н-[/;(з)Г-^-[^а(2)Гн-...н-[/;(2)Г=/о(!Г)-нГ,(<Г)-ь...-н/;(2"') 

равна ср (а), если 

3"*=1 (Мо(1а), 

т. е. если т а^шися на п (показатель, къ которому принадлежитъ число $ 
по модулю а) и равна О, если 

2*" не = 1 (Мой а) 

приходимъ къ такому равенству: 

и^ сл'Ёдовательно, 

— Ф(Д) 

[х(ж) = (1— ж") п . 

6* 
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Отсюда зашючаенъ, что чнею Р{^) не ыожеть бытьотрнцатедьиынъ, 
а схЬдоватедьво и каково бы ни бьио Ц'^ое положнтешвое чшсло т Р{т) 
чвио не отрвоатедьвое, потону что, какъ иы зан^тидн вьппе, 



гд'Ь 01 ?^ - - ■ <7,- оростыя числа и 



Но 








ш=,!-, ::..,;: 


а нотону 
такъ какъ 








-Р(1)=1, 

©(>»)> I, 

в(т)>Щ1). 


§23. 


л 


еииа 


Есл 


т-*-1 есть значокъ такого провзведешя 



(§ 20), въ котороиъ по крайней «"Ьрй однпъ изъ множителей есть число 
ининое, то число 

ве равно 0. 

Доказательство. Пусть I будетъ 11'блое число большее 1 и 

крон* того введеиъ еще г Функщй 'р,(-4>, 9я(-^). - • • ■ 9Л-^\ определяю- 
щихся для всякаго ц^аго числа А сгЁдующииъ образоиъ: I изъ этихъ 
функщй (0</<г) опред-бляются равенствами 

а остальпыя г — I — равенствами 

Сл'бдовательно, модуль каждой изъ первыхъ [ Функщй равенъ 1, а 
модуль каждой изъ остальныхъ равенъ 1о§ Л. Пусть дал^Ье 



2 ^.с,) ?.(«.)■• ■?,(»,)= 8, (^), 
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гкк суммированхе по о^ а, . . а^ распространено на всЪ различный разло- 
жец1Я числа ^ на г ц']^лыхъ положвтельныхъ множителей: 

Л = а^ Од . . . л^ 
и 

Разсмотримъ следующую сумму 

Она состоитъ изъ ъсЬхъ выражен1й вида 

/ \ Ф1(Д1) Ф«Ю-"Уг(Дг) 
' -^ а|а2 а^ ^ 

гд-Ь 

а, До . . . . о^ ^ ^. 

Вс-]^ выражен1я вида (а), въ которыхъ ни одно изъ чиселъ о, а, . . а^ 
не превышаетъ V, собиремъ въ одну группу. Сумма членовъ этой группы, 
какъ легко вид'ёть, равна 

Остальныя выражен1я вида (а), составляющ1Я сумму Р{1\ распред-б- 
лнмъ на г группъ и пусть 2], 2^ . . 2,. обозначаютъ суммы членовъ соответ- 
ственно 1-й, 2-й, г-й группы, при чемъ въ группу, сумма членовъ 

которой равна 2^ входятъ в&к гё и только т^ выраженхя вида (а), въ которыхъ 
первымъ числомъ, превышающимъ V, является число а^. Дал^е пусть взъ 
числа Функд1Й (р^ (а^), (р^ (а^) . . (р^ (а^) будетъ исключена Функщя (р^ {а^) и про- 
изведенхе остальныхъ обозначено черезъ ^ Сумма 2^ состоитъ^ очевидно, 

изъ слагаемыхъ р такого вида: 

а— ^''к / Ул(у-*-1) , уа(у-*-2) . . 9*И\ 

гд'Ё V обозначаетъ произведен1е чиселъ а, а, . . а^ изъ числа которыхъ 
исключено а. а число V' опред']^ляется равенствомъ: 

V' = Е± 

Такъ какъ при достаточно большомъ ^, а именно при < > 2^ рядъ чиселъ 

1о й? (у ■♦- 1) 10^^ (у -^2) 

у-н1 > уч-2 » 



^УГ.И^:\ '.л^^^ -!• к -31Г . ^>. 111.1 шин ни II I 



«1.'л^ •'•мшо. 1., т-^гъ- • 



^^4^^^■н^я» мм щтл^илъ тоть хе сныиъ, тто м къ 

ия/^иыя сл'ммы 

V . !^ 

1)аскрыто, то, еИдоватедьно, 



||с1 V < ? Н (!««' )' и-^ьго 



г 
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и значить 



('^Д),„=''' 



Но 



т = АМ Р,(V) . . . Р,М-ь21 -нХ:,н-. .Ч-Ъ^ 



а потону 



ф) (1Ш Р({)) = \Ш (Р, (V) Р, (V) . . . Р, (V)). 



V=С» 



Въ частномъ случа'Ё, когда число I равно О, въ ему опред'Ьденхя Функщй 
91 (-4), сря(-4), . . . 9г(-^) функщя 5, (-4) совпадаетъ съ Функщей 5 (-4), 

(Ыт Р^^ (V)) = X, (Ыт Р{1) = .», 
а потому въ этомъ случа-! на основан1И равенства (Р) будемъ им'Ёть 



Положимъ дал^е 



о = ^и^ Л/^ • • • ху . 



(Ь) 



гд'Ё суммирован1е распространено на вс1^ различный разложен1я числа А на 
г ц^лыхъ и положительныхъ множителей : 

На основаши равенства (Р) получимъ сл'Ёдующгя равенства, число ко- 
торыхъ равно г: 

г (1) , (1) , (1) 

5 (1)н-Ь-5 (2)-ь|5 (3)-н... = ЛГ,4Х,...Х, 



(Г) 



(2) , (2) , (2) 

5 (1)-4-4-5 (2)-ну5 ^д)-*-...=^,м,^,...^^ 



{г) , {г) , (г) 



Замечая, что 

(1) (2) 

5 (Л)ч-8 и)-ь 



(•■) 



• • • 



5 (А) =2 ^1 («О ^! («а) • . • /"г (»г) 108 «1 в, . . . О^^ 



1рова1|1е во второй части распространено на всё разложен1я чис1а 
южитыей, и с^'Ьдовате^ьво 

(1) (2) (г) 

5 {А)ч-8 (Л)-1-...-+'8 {А) = 8{А)\оёА, 

,ывая почленно равенства {у), ваходнмъ: 

С, X, . . . Ь^-нХ, 1Г, Хз 4 . . . Х^-»-. . . -^- Х, Ь, . . . Х,_^ М^. 

юда заыючаемъ, что Функц1Я &{() (цредыдущ1Й §) можетъ быть 
ена въ следующей ФОрм'Ь: 

, ^,. . .Ь^ {\о%1-*-0)~М^ X, X,. . .Х^ — 

— X, М^ Хз- . .Х^— . . . . — X, X, . . . Х^_, Л/'^-на,. 

гь въ Функщю (^ (А) входить ПО крайней ы^р^^ одивъ изъ нниыыхъ 
>авнев1Й (2) § 20, а въ [^, (А) — съ нимъ сопряженный. Тогда, 

Х„ = 0, 

Х^' = 0, 
им'йли бы 

0(0 = «г 

{Пт а,) = О, 

доказанному > 1 при вс^хъ ц-ёдыхъ в положительыыхъ значен!- 
отивор^ч1е, къ которому мы пришли и показываемъ, что число Х^ 
0. 11редложен1е доказано. 

[. Лемиа., Если т-*- 1 (ц'1лое число т иы предполагаеиъ боль- 
есть значокъ такого произведен1я (§ 20) 



иъ вс^ иножители вещественные, то число Х^ не равно О. Дока- 
). Пусть 

|рован1е по 8 распространено на всё д'Ёлители ц^лаго ооложитель- 
I А. Введенъ еще сл^дую1Ц1я обозначешя: 

в.(«)=р.>-нЭн-..-н5а, 
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Е^ = »** (^^ 1> но < п ц-блое число); 

И наконецъ 

Изъ опред'Ьлен1я Функдш 0^ (п) и чиселъ Р и ^ вытекаетъ следующее 

равенство: 

0,(п) = Р-ь(2. 
Такъ какъ 



У»1-+-1 У[к-*-2 У[Л-+-3 

ТО на основан1И § 20, иредложен1я 4-го, 



но 



ЛУГ ^ /^ ^ 1 / ч Ф (**»АЧ-1) 

Мо(1(2<-2-ср(а)-^;;^; 



I 



2 

2 



ф(Л)< Ж ^ с1Х'^1 = 2к—1, 



а потому 



моа <г< т ?(«) — ^^^-<<р(а). 



Дал^^е, предполагая, что п^ обозначаетъ одно изъ чиселъ п^ п^ п^ . . п^ 
и принимая во вниман1е равенство 



ф(п) — ф(пЛ =-;=-»---= 



_1_ 



и неравенства 

1 1 



Ущ-*- 1 /п^ -н 2 У^ 



1=<Г^ = 2Уп — 2Уп, 



^>/ 



я 

(2х 



Уяг-4-1 /пг-ьг /п I /ж" Уп Ущ 

^— 1 



2Уп — 2Уп, . _ ,-, 

' у п Уп{ 



,_2Уп,— <К«)-<-ф(п,)< 1 _ > 



_1 1_ 

)<2У«-2|/^-ф(п)-нф(«,)<;^-^. 



значение выражен1я 
г Ул — 2 1/| — ф (п) -I- |(п,) 

го это 8ыражев1е равно О. Полагая 

'й" _ 2 )/-=- — ф (и) -н ф (я,) = а, 

посл^вяго равенства ва -Зт^, суииируенъ но ^ въ 
. Ии^енъ: 



'"•^ > ^^ ут — 


VI 


\^^. 


.-^ 


'^ишт^Р^ 




.ф(п))|^-й-2У»|4^' = 




^-^'*. 


-^- 
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Каково бы ни было ц-^лое положительное число у! большее [х на ос- 
нован1И § 20, предложешя 4-го, им-Ьемъ: 

Мой ГЛ»]>^1±)^Лп>-2)_^^ ^ _^ит <'лк., 

а потому И подавно 

Мой Г^П|(И>-*-1) ^ /|п(|х-ь2) __^ ^ /щ И "! ^ 1 фИ 

^ |х-н1 Р1-1-2 •'• р1' ^*^2Уп^ 

сл'Ёдовательно 



<=1 

гд* 



Ф (а) 



Мой 8 < -^4^. 

Дал'Ье на основаши того же § 20, предложешя 4, 

принимая же во вниман1е, что 

Мой «, < }/| 

И 

Мой Г^11^-^'«-^!1(^)-«-...^'^У1 



Моа ^^фШ-нМод2ф(?1 -ь. . .-ь Мой ^!!^^' 

уТ "/2 У\к 



находимъ: 



Мой Г^1^н-^фДи...н-5ф<{1'1<'1^<У2. 

I У1 ут У1Г ^ -/л »= 



Сл']^довательно, можемъ положить 



*=1^ 






ГД* ^ 

Мой р' < у <Р («) И Мой р" < У2. 
Наконецъ 



2 Уп — ф (м) > 2 Уп — ( 2 Уп— 1 ) = 1 



2Уп— ф{п)<2У«— X '^йх = %^ 

2Уп— ф{п)=:р"', 

) -< 2. Полученные результаты даютъ наиъ возиожность 
редставнть въ сл*дующеиъ вид-Ь: 

йеиъ 

Р=2 Х„Уй-на, 

'и Мой р н- Мой р" -н Мой ^ р'" < ф (о) -I- У 2 -*- 9 (а), 

0^(я) = Р-1-д 
казаыноиу выше мен-бе (р (а), то 

0,(я) = 2 Х„ У»ч-7, 

Мой тО ^(а)н-У'2. 

теперь, что при достаточно большоиъ п значен1е «ушици 
ревзойти любое положительное число ^', вакъ бы оно велико 
очевидно изъ уравцен1Я (а'^) будетъ следовать, что число 
Д-1бствительно, пусть ^ обозначаетъ любое простое число 
кнтельное число (не 0). Изъ опред^ев1я функщн ^{А) сл1^ 

/■„ (1) -^ /•„ («) + К, («)]' -ь • • • [С й)]' 

лшса на {[ и 

/■п,(з)=1 или —1, 
(.длится, то 
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если а д'Ьлится на д и 



если 



и наконецъ 



если 



/« (<?) = ! 



/«(2) = -1- 



Такимъ образомъ во всуЬхъ трехъ случаях-ь 

Заы']^чая же, что при взаимно простыхъ числахъ т л т в(Л делители 
числа тт заключаются въ Форм'Ь 88^, гд'1^ 8 любой делитель числа т и 8^ — 
числа 1п\ имйемъ; 

Р{т) Р{т) = Р{тш); 

и следовательно^ каково бы ни было ц-^лое положительное число Л (не 0) 

а если Л полный квадратъ, то 

Р{Л)>1. 
Такимъ образомъ приходимъ къ следующему неравенству 

и значить 

Такъ какъ число [л возрастаетъ безаред^льно одновременно съ п, то 
последнее неравенство и показываетъ, что при достаточно большомъ зна- 
чен1и п значен1е Функщи &^(п) можетъ превзойти любое положительное 
число А\ какъ бы последнее велико ни было. Предложенхе доказано. 

§ 25. Лемма. Если ц^лое число ш > О и 

где суммирован1е распространено на все простыя числа р^ не превышаю- 
Щ1Я заданнаго положительнаго числа I и показатель X удовлетворяетъ 

УСЛ0В1ЯМЪ 



4-1.8 2^,(а,№ + ,) 

Ератимся къ Формуле (2) Чебышева, выведеввой 
ы и поюжааъ, что Функщя {{х) хля ъсЬхъ ц^жыхъ 

ощихъ уСЛ0В1ЯИЪ 

1<х<{ 

ачен1й X большихъ I значен1е ({х) равно 0. Тогда 
•л слфд)'ющимъ равенствомъ: 



Шляется ИЗЪ УСЛ0В1Й 

юзмачеюе: 

_ /тО) . /т(2) , , /м(^) 

— 1 -^ 2 -»-■■--*- ^;, ) 

р) представить въ такоиъ вид'Ь: 
(2) Чебышева, если обоэначямъ сунну 

2 ■ Лп13)1окЗ . , /„т\о«* 

им^Ьть такое равенство: 

■шМ^ощр^^Ь^(1,У^\щг-^ 

гииировав1е по р распространено ва всё простыя 
г ^, во второй — на вс^ г6 простыя числа, кото- 
1Ш1аютъ ^ и т. д. Полагая 



= Д(4) 



I 

I 

I 

I 
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(&> 1 ц^лое число), яи'1емъ следующее равенство: 

Но на основанш § 20, предложен1'я 4-го, 

Мой (2:^_Х^(4))<1(р(а)— ^<-1?(а)| 



и значить 



МойД(Л)<?|1, 



а потому 

Мой [_к ф«(о-^и„(о] < ^ 2 ^ 1«« Р' 

гд^ суммирован1е въ правой части распространено на ъсЬ простыл числа, 
не превышаюшхя I и ц'блое число X для всякаго простого числа р опред^^- 

ЛЯеТСЯ ИЗЪ УСЛ0В1Й 

Такъ какъ нами было доказано во второй глав'б, что 
то, сл-Ьдовательно, 

ГД* 

Мой а < ф (а). 
Отсюда ДЛЯ фу НКЦ1И Ф^ {Ь) получаемъ такое выражен1е : 

И значить 

■\1г л ^ /л\ ^ Мой Л/,п (*)-♦- Мой а 

МойФ^(0< ^^^ . 

Но на основан1и § 20, предложен1я 4-го 

Мой \^\^щ, 3 -1-^' 1оё 4 -н . . . -ь^-^) \щ /] <1<?)^, 



ТО, сл'1довательно, 

а потому 
Лемма доказана. 



1о^2 ф(а)1оуЗ 
2 ■*" 3 » 



еорена Днрихле объ арвенетическои прогресс!?. 

■ельство. Пусть Ъ' обозначаетъ одно изъ чиселъ, удоыетворяю- 

1110 

ЬЬ'=\ (Мой а) 

число большее а. 

густь Ф5 {I), Фд (/), . . . . Ф^ (() будутъ функщи, ооред^аяеиыя 

1еиъ §, а 



■'(')=2(Т-*-'^-"--*7') 



соторую ны разсиатривали въ § 17 (Глава П). Функщю ш(^ 
зредставвть въ сл-Ьдующей Форм'Ё: 






1оё;>н 



. Х" /108 5 1ое г _. Ьвв\. 



въ первой суикгЁ распространево на всЬ тЁ простыя числа ^), 
0Щ1Я (, на которыя а не д-Ьлится, а во второй — на вс* тЬ 
:ад, на которыя а д'^ится. Иы'Ёемъ с^^Ёдую[ц^я равенства: 



)ая ихъ ^оч^енно и приваыая во В1]инав1е вятое предложев1е 
мъ такое равенство : 

Л(Ь')Ф,(<)-н..-н/;(6')ФД() = 
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гд'Ё во второй части суммирован1е по д въ первой суим^ распространено 
на вс*]^ простыл числа, входящ1я въ разложете числа а на множители, во 
второй — на всЬ простыл числа р^ не превышаюпця { и удовлетворяющш 

сравнен1Ю 

рЪ' ^ 1 (Мой а), ' 

т. е. на всЬ простыл числа Формы 

въ третьей — на вс^ простыл числа р квадраты которыхъ заключаются въ 
этой же Форм'Ё и не превышаютъ ^ и т. д. Изъ полученнаго равенства вы- 
водимъ сл^^дующее: 

Но (§ 17) 

Мой[ш(0 — 1о8<]<1 



9(«)2^-?(«)2т'---?(«)2'-?^ 



и на основанш предыдущаго § 

МойФ^(0<^„, 
гд-Ь 



следовательно, 



^ = 

т Мос1 ^ш 



Мой [,р(а)2^— 1о8<]<1-+-Л-^Л-^-..••-+-Л-^■ 



а потону и подавно положнвъ 



14-^.--- ...^1083 



^— 9 (в) ^^Р^{Р'-1У 

гд^ сумиированхе по У распространено на ь&к простыл числа до 2 до оо, 



ак1ючае11гь, что 






9 (а) 

етъ чвею, абсолютное звачен1е котораго не превосходить 1 . 
ыпрован1е по р въ л{1воЙ часпт посд'Ёдвяго равенства рас- 
:ключительно на ъсА простыя числа, не превышаюпця < и за- 

1Ъ ФОрИ'Ё 

оа;-»-Ь, 

!начев1е числа ЛЬ не превосходить конечваго числа А, отъ I 
то, следовательно, теореиа Дирихле объ ариеиетичсской 
кзана. Пусть дал^е 



1эперовыхъ логарнеиовъ) и пусть N обозначаеть любое, 
ло. Тогда въ ряди 

N-*-\, N-^•2,....ВN--1, ВN 

айней »г6р-Ь одно простое число Формы 

ах-*-Ь. 
ельно, ни^^нъ: 

»я як ц 



Р ^ Р ^ Р 



ВЪ указанаыхъ пределахъ распространены исключительно на 
Фориы ах -I- Ь). 

N 

Човр у 1окР_ ЬгВУ . ^^ 1о8 Д ' л„ 

* Р 2л р — "1Г(5Г ^*' ф1«) "-**», 
— 1<»,<1, — 1<9,<1, 



-2<8.<2. 



99Г 



Такъ какъ 



то, сл'Ёдоватедьно, 



1одД 
Ф(а) 



2А 



ВN 



2'-^>о 



ЛГ+1 



И значить между 



^V'-*- 1 и ВК 



(включая и пред'блы) имеется по крайней и^:рк одно простое число Формы 

§ 87. Полученные въ предыдуп^ихъ §§ результаты даютъ намъ воз- 
можность сд'блать некоторый заключен1я и о сумм^ 

I 

р ' 



гд'б суммированхе въ указанныхъ пред'блахъ распространено на в&к простыя 

числа Формы , 

ах-^Ъ. 

Полагая въ § 25 (ш >0) 

М^(1) = ^^1о8 2 -4- ^^ 1о8 3 -н. . .-^-^^ 1о8 { 
мы получили сл-бдующее равенство: 

гд'! р обозначаетъ любое простое число, не превышающее Ь и число X опре* 
д'Ёляется изъ условШ: 1>^<<<1>^'*'^ Замечая, что (§ 20, 4 предложеше). 

Мой Ь^ {±) Г^^ = Мой Гп.(1^) Мой Х^ (1) <1 9 («) 
Мой ^,(^^) С(р') = Мой /•,(!,») Мой X, (^)<4- 9 (а) 

Мой Х„(^;) /;(г>^) = Мой /;(р^) Мой Х^ (Д)<1 9 (а) 

7* 
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я полагая 



-^«(7) = -^--*" "р. 



ткЬ въ саду того-же 4 предюженЫ § 20 

Моа«р<^9(а)^, 
ваходииъ, что 

Мой Х« 2 ^ ^<'«^' 
равный 

М«4 [ж. (О -2 2^^ 1ов Р -2 ^. (?) ■'^ '«в * — • — 
будетъ 1Iен^^е 

I 

Но сумма 
мен'Ье суммы 

Ч? 1оЕР' 
^У(1)'-1)» 

гд'Ь сумиирован1е распространено на в&к простыл числа отъ 2 до со, и на 
основанхя гшвы 2-й 



^1оер<И, 



сд'1довательнО; подавно ивгбемъ такое неравенство 



МойХ«2^^«8Р<М«^^«.(')-*-?(«)-^'-?-^27^- 



А такъ какъ 



Ьип [Мой ЛГ„(03 =Ж_ 



ТО, следовательно, ни при какомъ сколь угодно большомъ положительноиъ 
дначен1и I модуль суммы 

2^1ов|, 
не будетъ превышать в^котораго конечнаго числа В^. Обозначимъ сумму 
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черезъ ф^ (<), Принимая во вниманхе, что 

10^* ~ к ^ 

если к простое число и 

если к ц'1^ое составное число и обозначая черезъ /' любое число большее {, 
приходимъ къ равенству 



2 /т (Р) ^У Фт (Ц~Фт №-1) 
р ^ 1о8 к 



(въ л^вой части въ указанныхъ проделать сушгароваше распространено 
на всЬ простыя числа^а въ правой — на всЬ ц-блыя числа). Отсюда им^еиъ: 



*' *=<' 



2 /т (Р) _ Фт (О , Фт (О , V М 1 \х /^ч 

р — 108 («н- 1) ^ 1ов («'^ 1) "^^ \1о8 * 1ое (кн- 1)/ Тт ^^/ 



И, следовательно, 



Мой У ЛаМ<:-^2?1_н 5« н5 ( ?^ I "1 



ИЛИ, упрощая 



Мое! 2 ^ < 



/т (Р) ^ ^Дт 



р ^1ов(«4-1Г 



Такинъ образоиъ приходииъ къ заключенш, что рядъ 



"^ /т(Р) 



2 



Р 

СХ0ДЯЩ1ЙСЯ. Предположит» теперь, что ( обозначаетъ число, превосходящее 
наибольшее простое число, входящее въ разложенхе числа а на множители, 
и пусть 

Рг^Рг'^' Рк~'^' 

ГА^ р^^ Р^у • * • Р^ вс']^ т1 И ТОЛЬКО г6 простыя числа, который входить въ 
разложенхе числа а. На основати § 17 2-й главы и сходимости всбхъ ря- 
довъ (т > 0) 

2 /т(Р) 
Р 

2 



■ = 1ое 1о8 ( -I- Р — 1 

а 

ющеёся конечвыиъ, какъ бы велико ни было 
а, при безаред'Ёльноиъ возрастан1и I стре- 

) значец1е, которое оно ии'бло въ оредыду- 
псрваго изъ этихъ равенствъ на (^{^\ вто- 

1а (^(У) и т. д. и результаты оюжииъ; нолу- 

= 1ое1о8 г-ьР— т-ьР^ 

ти расаростраыено всклочительно на нростыя 



1 Ьй 1ое * . <-/ 



февосходящее н*котораго конечнаго пред-Ьла, 



рихле объ ариенетической □рогресс1Е, какъ 
тенаетъ сл'!&дую1цее предюжеше : если число 
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а взаимно простое съ & и с и число с взаимно простое съ с?, то въ ариоме- 
тнческой прогресс1И 

а, ан-Ь, 2а н- 6, За-+-Ь, 

заключается безчнсленное множество такихъ чиселъ, всё простые делители 
которыхъ будут^ им4ть Форму 



Д'Ёйствительно, обозначая черезъ а одно изъ р^шешй сравнешя 

ах-^Ъ^Л (Мой с), 
найдемъ, что ъЛ числа 

а {а '^су)ч-Ъ = асу н- аа -н Ь, 
гд'Ь у обозначаетъ любое ц'&юе число, заключаются въ ФормЁ 

но числа 

ас й аа'-^Ъу 

въ силу нашихъ условш взаимно простыя, а потому въ линейной Форм'Ё 

асу -н аа -^Ъ 



заключается безчисленное множество простыхъ чиселъ. Предложенхе дока- 
зано. Въ двухъ частныхъ случаяхъ, а именно: 1)с = 4 ий=1 и2)с=Ь 
и е2 = 1 , это предложен1е намъ удалось доказать и независимо отъ теоремы 
Дирихле. Въ основаши нашего доказательства лежитъ сл&дующая тео- 
рема, принадлежащая Лагранжу: если каждое изъ чиселъ Л, В^ С7, Д и 

В' — АС. 

взаимно простое съ нечетнымъ положительнымъ числомъ а, то сравнеше 

^«-♦-2 Вху -^Су^^Н {ЖоА а) 

допускаетъ р-Ёшенхн въ ц^лыхъ числахъ. 

Докажемъ это предложеше (наше доказательство отличается отъ дока- 
зательства, даннаго Лагранжомъ). Разсмотримъ сперва частный случай: 
число 
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гд^ р простое таио, бол>шее 2. Ужаожжею о(г1 чаеп сринешя 

^^г" н- 2 В1гу -+- су ^ Я (Моа ^)) 

шж Ал прсдотавиенъ его въ схбдующенъ вид:&: 

(^ -н ^)' — (В* — ^С) у» = .Ш (Мой ^). 

Бии чиио АВ квадратичный вычеть чииа р, то аодоживь у рав- 
ньшъ О, ны X опред'Ьдинъ взъ сраваеа1я 

Ая?^Н(ИоАр). 

1'аЕН1гь образонъ существование р^шетб давваго сравнешя въ этоиъ 
случае легко доказывается. Предподожвиъ теперь, что чнсю АН веквад- 
ратнчный вьпеть р. При этоиъ усж1В1Н ш одно изъ таселъ 

\*—АН, 2'~АЩ . . . 1?~^*—АЕ 

ве ножегь дйпться на р. Докажеиъ, что между нпн есть какъ квадратич- 
вые, такъ н неквадратвчвые, вычеты простого числа р. Такъ какъ эти 
числа но под. р не сравнимы между собою, то донустявъ, что они всё 
будутъ неквадрвтвчвыии вычетами числа р, ны при сложен1и всЬхъ этвхь 
чнселъ должны получить въ суин^ число, делящееся влр, во эта сунна, 
равная 

—и 2~^^ 

Н8^7 не делится. 

Къ такому же протавор^ч1ю пришли бы, допуспвъ, что вс^ состав- 
ленвыа выше числа будутъ квадратичвыми вычетаин числа р. Если число 

В> — АС 

(оно по условио на р ве делится) квадратичный вычеть числа р, то изъ ' 
числа чвседъ 

1'—АН, 2'~АН,...(^)*-АН 

береиъ одно изъ т^ъ, которыя квадратичные вычеты р. Пусть это число 
будетъ 

т' — АН. 
Сравнен1е 

(В* —АС)у'>=т*— АН (Мой р) 



— 105 — 
въ этомъ (муча! ии^^егь 1г1шен1я. Пусть 

будетъ одно изъ р'ЁшенШ этого сравнешя. Если мы обозначимъ черезъ а;^ 
число, удовлетворяющее сравненш 

Ах^ ч-Ву^^т (Мой р\ 

то числа X, у^ будутъ удовлетворять и данноиу срапешю 

Аа^-^2 Вху-^'Су'^Н{иоАр). 

Если же число 

Б"— АС 

неквадратичный вычетъ числа р^ то изъ числа чиселъ 

^ — АН, 2^ — АН,... {^У— АН 

беремъ одно изъ т^хъ, которыя неквадратичные вычеты числа р. Пусть 
такииъ числомъ будетъ 

т^—АЕ. 

Опред'бляеиъ у изъ сравненгя 

{В^—АН) у^^т'^—АН (Мой!?) 

и число X изъ сравнешя 

Ал-^Ву^т (Мой р). 



Числа х^ у^ полученный отсюда, и будутъ р^тетяшЕ сравнешя 

Ах^-^2 Вху-^Су^вН{Ъ1ойр). 
Итакъ случай, когда а простое число нами разсмотр^нъ. Пусть теперь 

гдй р аростое число. Предполагая, что числа 

удовлетворяютъ сравненш 

^а!^ -+- 2 Лжу -^ су = Н (Мой !>) 
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я (су1цествовав1е такихъ чиселъ Ху у, нами доказаво) пою- 

!въ чиио X изъ сравнен1я 

»-н2Д^.у.ч.о,.»_^д {^н-ЭД Х = (Мой!)), 

яма ' 

х = х^-*-У.р, У = Уу, 
•ъ сравнению 

Аз^ н- ЧВху ч-(У^Н (Мой р''). 
'О сравнен1я оерейдеиъ къ сраввен1ю 

Лх' ■+- 2Вху -*-Су^^Н (Мой ^) 
нъ образоиъ уб'Ёдиыся въ справеддввости предложвви и для 

дьное ц'^ое ооложительвое число. Но если наше предложение 
случая 



..р^ простыл числа, больш1я 2, яи каввхъ затруд[1еи1Й не 
ь. Возьиеиъ сравнен1е 

а;» -н 5» = 6 (Мой о), 

ла взаииво простыл я а число нечетное. Такъ какъ всё усло- 
|й теоремы выполнены, то это сравнен1е допускаетъ р^шен1я. 

1зъ р^шен1Й этого сравнешя. Число x^ можно предположить 
гь какъ въ противномъ случае его можно заи'Ёнить числонъ 
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» 

Число же у^ можво предположить нечетвьшъ, такъ какъ въ против- 
номъ случа'Ь его можно дам'1&нить числовгь 



Дал^е, обозначимъ черезъа любое ц1^ое число взаимно простое съ у^. 

По крайней м^рб одно изъ чиселъ х^ у^ какъ мы выше видели, можно 
всегда предположить числомъ взаимно простымъ съ а. Пусть это число 
будетъ Уу Тогда, опред'бляя число X изъ сравнен1я 

Ху^-^2 Ха^а (Мой у^), 
найдемъ, что числа 

х = х^ч-2 Ха (число четное) 
у=^у^ (число нечетное) 

» 

будутъ числа взаимно простыя. При такихъ значен1яхъ хну вс! д'Ьлители 

числа 

ж«-ну2 

будутъ им^^ть Форму 

а такъ какъ эти числа хяу удовлетворяютъ сравнешю 

я;» -4- у2 = & (Мой а), 

то, сл']^довательно, 

а?'^у^=:а1-\'Ъ 



и значить для случая с = 4, (2=1 предложенхе доказано 

Второй частный случай^ когда = 6, (2= 1, разсматривается анало- 
гично съ предыдущимъ. Въ этомъ случа-б сл']&дуетъ взять сравнеше 

ж»-+-32/2 = &(Мо(1а), 

гд'Ь модуль а на 3 не д']^ится и число Ъ взаимно простое съ а. Пусть 

^ = \ У = У1 

будетъ одно изъ р^^шенш этого сравнен1я. (Зовершенно такъ же, кадъ и въ 
первомъ случа'Ё, убедимся что одво изъ чиселъ, напр. я;^ можно предполо- 
жить четнымъ, а у^ — нечетнымъ. Кромб того можно предположить, что 
числа х^ и ^1 на 3 не делятся, такъ какъ въ противномъ случа'Ь они могутъ 
быть заменены числами 



х^ -#- 2а, У1 чг 2а. 
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Предполагая, что число у, взаимно простое съ иодулемъ а и обозначая 
черезъ Ъ' число взаимно простое съ у^ опред'Ьляемъ число X изъ сравнешя 

х^ -♦- баХ^ Ь' (Мой у^. 
Числа 

х = х^ч- бак (четное) * 

у^=^у^ (нечетное) 

на 3 не делятся и взаимно-простыя между собою; следовательно, вей дели- 
тели числа 

будутъ иметь Форму 

6т -#-1, 
а такъ какъ 

а;«^3^ = &(Мос1а),' 
то 

м значить предложен1е нами доказано и для второго частнаго случая. 
§ 29. Линейная Функщя 

ах-%-Ъ^ 

где аяЬ целыя взаимно простыл числа, является до сихъ поръ единствен- 
ной Функщей одного переменнаго, относительно которой доказано, что если 
X будетъ принимать це^ыя значен1я, то въ числе значевхй этой Функщи 
будетъ безчисленное множество простыхъ чиселъ. Что целый полиномъ 

где АлА^ * • ' ^т Д''^Ь1Я числа, общ1Й наибольшШ делитель которыхъ ра- 
венъ 1 , не можетъ давать при целыхъ значен1яхъ х исключительно простыя 
числа, то это, какъ показалъ Лежандръ, доказать не трудно. Действи- 
тельно, если при X равномъ а имеемъ 



где р простое число, то положивъ 

ж = а -ь Х|>, 
найдемъ 

/'(а-1-Х1>)=11н-1)(р(Х), 



где (р (X) обозначаетъ целый полиномъ съ целыми коеФФИц1ентами. Отсюда 
следуетъ, что, давая X различный целыя значен1я, мы можемъ получить 

сколь угодно чиселъ 

/'(а-4-Х2)), 
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котбрыя будзггъ по числовому значешю больше р и будутъ д'&ииться на р. 
Очевидно также, что ц1&лыб полиноиъ 



/•(ж) = ^^а?«н--4^я;^~^-н..-1-4 



гдй ^0 ^1 • • • ^щ Ц^льш числа, наибольш1Й д-Блитель которыхъ равенъ 1 , 
не можетъ давать при 1^ыхъ значешяхъ х и безчислеинаго множества 
простыхъ чиселъ, если онъ есть приводимая Функщя въ области ц^лыхъ 
чиселъ. Можно однако привести примеры и такихъ ц^Блыxъ Функцш, кото- 
рый не приводимы въ области ц']&лыхъ чиселъ, и которыя также не могутъ 
давать безчислеинаго множества простыхъ чиселъ. Такова напр., Функщя 



неприводимая въ области ц'ёлыхъ чиселъ и дающая, при всЬхъ ц'1лыхъ зна- 
чев1яхъ х^ числа, Д'&лящ1яся на 3« 

§ 30* Шкоторымъ шагомъ впередъ въ р^^шенл вопроса, о которомъ 
шла р']&чь въ предыдущемъ §, для д'ёлыхъ Функщй 2-й степени является 
одна зам'бчательная теорема П. Л. Чебышева относительно простыхъ де- 
лителей чиселъ вида 

Доказательства этой теоремы, Формулировку которой мы приведемъ 
ниже, при жизни покойнаго математика въ печати не появлялось. Акаде- 
микъ А. А. Марковъ, разбирая бумаги Чебышева, нашелъ небольшой 
обрывокъ и по этому обрьшку возстановилъ вполне доказательство. Его 
мемуаръ былъ напечатанъ въ Извест1яхъ Императорской Академш Наукъ 
за 1895 г. Предложеше П. Л. Чебышева, какъ было мною зам']^чено 
(Изв'1ст1я Императорской Академ1и Наукъ, 1895 г.) можетъ быть обобщено 
и въ этомъ обобщенномъ вид'ё можетъ быть Формулировано такъ: если Ат 
а обозначаютъ ц-ёлыл взаимно. простыя положительный числа и \к наиболь- 
ш1й простой делитель "чиселъ 

Л-к-аЛ^, ^-на.2',..., А^а.1!^^, 
то отношеше 

г 

возрастаетъ безпред'бльно вм^^т^ съ N. Доказательству этой теоремы, мы 
предпосылаемъ одну лемму. 

§ 31. Лемма. Если В обозначаетъ положительное или отрицательное 

число и УВ не равенъ ц'1&лому вещественному числу^ то сумма 
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гд« (|) спою» Лежандра ж гдй сутпроваше по р раепрсияранево на 

тЛ проегыя чкда р, (ва Еоторьш чнио 2> не хЬптся) не превышаюоця 
заданваго чшиг {I, остается, прн безпре^сЬшпшъ возрастипя 1», чнсммъ 
аовечнымъ. 

Доказательство. Пусть 

гд( 1У ш В цй1ыя чвсла в нн одвнъ нзъ д-Ьлтелей чвсда I)' (вро1гБ 1) не 
есть пошый квадратъ. Заменяя въ равенстве (1) I) его значешекъ, нахо- 
днмъ 

1-й случай: чвсдо 2/ > О и им'1етъ Форму 

4т-*- 1. 
Въ этонъ случа1& 



гд'Ь (р) свмвоугь Лежандра-Якоби. Д^внЬе пусть число В' будетъ разло- 
жено на простые множители и пусть 

Обращаясь къ предыдущей глав'Ь и полагая число а равньшъ В 
беремъ то произведете 

(о^ (о^ Шз • . (а^ 

въ которомъ 

0)^ = (О^ = (О, =: , . = (0^ = 1 

(число (Оф въ разсматриваеиомъ случа']^ равно 1). Пусть значокъ этого про- 
изведен1я будетъ т -»- 1 . Тогда, обозначая черезъ р любое простое число, 
на которое а не Д'блится, будеиъ им^ть: 



гд* 



С (!>) = (- 1)4- 1/«...(-1)'*, 

II = 1пс1 р (Мой р^) 
г^ = 1пЛ р (Мой р^) 

♦^=: 1пЛ р (Мой 1?^^). 
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Такъ какъ 



ТО, сд'&довательно, 

'•-(*)=Ш(й)-Ш=(*)- 

а потому 

Принимая во вниманхе § 27, мы можемъ считать для даннаго случая 
лемму доказанной. 2-й случай: число I)' > О и им'бетъ Форму 

Въ этомъ случа']^ сумма /$" моясетъ быть представлена въ сл'1дующемъ 
вид'1 : 

Полагая въ этомъ слуяа'Ё, 

!>' = Р2Ра--Рк и а = 42)', 
гд^ р^ Рг^ * • Рк рдзличныя простыл числа, беремъ то произведенхе 

(Оо 0)1 0)^ . . . СО^^ 

въ которомъ 

со^ = 1, (0^ = со^ = . . . = со^ = — 1 

и обозначая значокъ этого произведен1я черезъ п -н 1 , находимъ : 

с (Р) = (- !)*> (- 1)'* ...(-!/* = (- 1^ {^У 

Такъ какъ 

«1 = 7яс? ^р (мод. 4) 

и первообразный корень 4, есть 3, то 

если число р им'бетъ Форму 

4тн-1. 
и 

«1 = 1, 



,•. 












ш^ 












< 






« 



*ч, 



— 112 — 
есл число ^р им'бетъ Форму 



С1^довате^ьно, 



р-1 



и 



/•«(!') = (-1) ' {Ь) 



Значить и въ этоиъ случа*!^ лемма доказана. 
3-й случай: 2)' > О и им'&етъ Форму 

2 (4т-ь1) = 21)". 



^ Въ этомъ случае сумма 5 можетъ быть представлена въ схЬдующеиъ 



вид'Ь: 

!'Г Полагая 

,^« ' 

^л^* . беремъ то произведенхе 

щ:^.^ въ которомъ 

||'' й>о = 1, 0)1 = 0), = . .. = (0д=— 1. 



Если значокъ этого вроизведен1я есть т -н 1 , то 

со») = (- !)*• (- 1/« . . . (- 1)'*= (- 1)*' (^). 



В.^ Такъ какъ 

* . 1 



^1 = 



ДЛЯ чиселъ р Формъ 
1;^- 8т-н1 и 8т-*- 7 

К' Е 

ч% 1 



!2^ . для чиселъ р Формъ 



то 



81л-#-3, 8т -1-7, 

/«(р) = (-1) ' (^) 
И лемма доказана. 

4-й случай : 2)' > О и имйетъ Форму 

2 (4т-ьЗ) = 22)''. 
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Въ этоиъ случа*! 

,_1 ^-1 



Полагая 



8 



Р • • 



беремъ то произведенхе ш^ о^ . . . со^^ (съ значкомъ т-н 1), въ которомъ 

(о^ = (о^ = . . = 0)^^ = — 1. 
Им'бенъ : 

с (^') = (- 1Г (- 1^ (- 1)*' . . . (- 1/* = (- 1) Щ- 

Если р ии'Ёетъ Форму 

8т-ь1, 



то 



если ^ им^Беть Форму 



то 



если ^р им'Ьетъ Форму 



то 



а = 0, ^1 = 0; 

, 8т-ь7, 
а=1, ^1 = 0; 

8т -ьЗ, 
а=:1, »1 = 1 



и наконецъ, если р яж^етъ Форму 

■ 
8т -ь 5, 
то 

а := О, »| = 1 . 



Отсюда легко находимъ, ято 



И лемма доказана. 

5-й случай: I)' < О и им'Ьетъ Форму 

— (4т -^1) = — !)'' 

Въ этомъ случа'Ё 

р-1 



«.=2(->)М^)'-7 



8 
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и число а надо положить равнымъ 4В'\ Д^вньяЫипя разсуждевхя т1 же, 
что во 2-мъ случае. 

6-й случай: 2)' < О и 

1)' = — 2)" = — (4т-^3). 
Въ этомъ случае 

И число а надо положить равнымъ В". Дальн'ЬйшЕя разсужден1я гё же, 
что въ 1-мъ случа*]^. 

7-й случай: 1)'<0 и 



1)' = — 22)" = — 2(4т-н1). 



Въ этомъ случае 



р*~1^1>-1 



^.=2(-1)' 'ШТ 



■ а надо положить равнымъ 8В". Дальн-ЬйшАя разсужден1я тЬ же, что въ 
4-мъ случае* 

8-й случай: 2)'<0и 

2/ = — 22)" = — 2 (4т -4-3). 

Въ этомъ случа*! 

И а надо положить равнымъ 82)^ Дальн^^йш1я разсуяцешя т1 же, что и 
въ 3-мъ случае. 

Такимъ образомъ лемма можетъ считаться доказанной вполн'6. 

§ 32. Переходя къ доказательству вьипеприведенной, обобщенной 
нами теоремы Л. Л. Чебышева, считаемъ необходимымъ заметить, что 
тЬ разсуждешя, при помопщ которыхъ мы уб1димся въ справедливости 
этого предложен1я, почти тождественны съ разсужден1ями, которыя мы 
находимъ въ вышеупомянутомъ мемуарЬ А. А. Маркова. 

1-й случай: 

— числа р^ р, . . . р^ простыя. 
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Пг. 



,,Г 



Береиъ взъ ряда чисеп 



^-ь<г.1», Лч-а.2', Л-^-аN* 

ъсЬ числа вида 

А-*-с1 (20*. 

Пусть ^к обозначаетъ ихъ наибодышй простой д'^дитедь и 
Разсмотримъ сумму 

/ = 1 

которая можетъ быть представлена въ такомъ вид'!: 

(1) ^1ое(Ач-Ш)=^\1<щр-^^\1оеЯ, 



1 = 1 



гд'Ё въ первой сумм*! сумиирован1с распространено на вс'Ь простыл числа 
Р1 Ря • • • Рг А во второй — на ВСЁ остальныя простыя числа, логариемы 
которыхъ входятъ въ сумму 



<=ЛГ' 



2 108 Ц ч- 4(й»). 



^=51 



Легко находимъ сл'1дующее равенство 

(2) ^\1оер^{Е^)\оёр,-*-[Е^)1овр,-*: . . .-*-{е^^1оер,. 

Опред'Ёлимъ высшш пред'Блъ для X . Каждое изъ простыхъ чиселъ ^ 
очевидно удовлетворяетъ услов1ю : 

Такъ какъ сравнеше 

(3) Л-*-^Ла? = (Мод й*), 

при уСЛ0В1ЯХЪ 

1<Я!<3*— 1 



1рапШ1 м шяшяше, тто, есл 



к> 



ищ 'л-*-их^. 



жвше (3) ор! ограапев!! х веравевствиш 

11Й ве яхйстъ, ны заиюшемъ, что общее ■пью р^шешв I 

!я!»яО (Модз), Л-*-4<гх>=0(Моа9^, ^-^4Лс>=0(Моа Д 

иовЁяхъ 

шышаеть сл'Ёдующаго чвиа 

1ое (А-*-4лт^) 






I такъ какъ общее число вс^хъ посл'йднвхъ сравнев1й, какъ ве трудно 
*, при иашихъ огравичев1вхъ х в есть коэФФиц1ентъ X то сх1дова- 

1эъ равеаствъ (1) и (2) и посл'Ьдияго неравевства выводинъ такое 
шство: 
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гд'Ь 2 означаегь вс^ простыл числа, удовлетворяющая уСдов1яиъ 



т=1. .<.'. 



а 91 ({л') — число ихъ. Зам'бчая, что 



2 1о8 (Л-ь4(г?)>2 1о8 ^с11^ = 2К' 1од 2У(г-н2.1од 1.2.3 . . . ^\Г' 



*=1 <=1 

И 



22^ 1о8 2У^-ч-2 1о8 1 .2,3. , .ЛГ'> 2^У' 1о8 К' — К\ 



мы заключаемъ, что и подавно 

ь 
Рк 



2И' 1о8 1^ — N'<N' 2^-»- 2^' 2Й"^?1(|^') ^^^ {А^^ЛУ\ 



»=1 

а отсюда выводимъ следующее неравенство: 



(5) ^ »=1 

Обозначая черезъ ^ в&к простыл числа, удовлетворяющхя услов1ямъ 
И принимая во вниман1е предыдущую лемму и § 1 7 главы второй, мы им'1емъ 

гд'Ё а^ и а обозначаюсь числа конечный и абсолютное значснхе а не пре- 
восходить 2. Сл^дователБно, при безпред'Ёльномъ возрастан1и [к каждое 
изъ чиселъ 

стремится къ пределу у. Зам^Ьчая же, что 



1^ 1 ^Ь5_л 

108 Ц' ^ в— 1/, 



10 Л'^ безаред'Ь1Ьво увеличивать. Вв^стЬ съ И' 

шред-1льво и [л'. 

ошен1е 

растян1и ^ остается мевьше ЕНЁкотораго числа А 
]ри такоыъ доа;щев1н 



Иш 






с-Ьхъ достаточно большихъ значе1ияяъ '^' 
I большихъ звачен1яхъ Л' 









,^^ ' \ Иш^^'* /^^^^ 

/' у, Н 1о8 М-е4ДУ^)^ _„ 

\ 1г^?1о8(^' / ~" 

/?' = <» 

й части неравенства (5) равевъ -^. Сл^^доватсльво, 
«вевства, мы находииъ, что при достаточно боль- 



1ов_гг 

108 V-' ' 

ниаго числа, которое больше -^, что находится въ 
гвомъ (6). Это нротивор^'пе н иоказываетъ, что 



— нэ- 
нс можетъ оставаться числомъ конечнымъ при безпред^льномъ возрасташи 
N\ а должно также безпред'Ьльно возрастать. Но 

1 

И 



N 

а потону, отношеше 



N'=^Е,, 



N 

съ безпред^льнымъ возрастанхемъ N также возрастаетъ безпред'Ёдьно. 
2-й случай: 

А=Л ^1 1>а . . ^р^ 

— числа 1>1 ;>, • . р^ простыл, больш1я 2 ж А' число ц^лое. Въ дтомъ случа*! 
изъ ряда чиселъ 



беремъ вс^ числа вида 

Пусть ^к обозначаетъ наибольпхш простой д'Ёлитель чиселъ 



и дал^е пусть 

» 

Отношеше 

по доказанному возрастаетъ безпред^льно вм'1ст^ съ ^^Г, а следовательно, 
возрастаетъ безпредЪльно вм1^сгё съ ^ и отношенхе 



3-й случай: 

А = 2 А (2т -ь 1) = 2^' 1>1 Ре . • • Рх 

— числа р^ р^ . . р^ простыл и А' число ц^лое. Въ этомъ случа* беремъ 
изъ ряда чиселъ 

А-^а 1\ А'^(^.2\....А'^с^N^ 



глй вида 

Л'*[2(2м-*-1)-ь(21н-1)»]. 

бозвачямъ черезъ р.' нанбольш1Й простой д^птедь чиседъ 

гь 1^ — наибольшее изъ чиседъ I. Разсуждая совершенно такъ же, 
въ первонъ случае, мы у&Ёдиися, что отношен1е 

Ж 

:&етъ безпред'Ьльно вжкстЪ съ Ж, а и^доватедьво в отиошеше 

^^ 

1Т6 съ ^. 



